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Introduction.
Le ﬁbré canonique joue un rôle essentiel dans la théorie des courbes
lisses projectives. Soit C une telle courbe de genre g > 1, la surjection
Ho(C,ΩC) ⊗ OC → ΩC permet de déﬁnir un morphisme du projectivisé
du ﬁbré tangent P(TC) dans l'espace projectif P(Ho(C,ΩC)∗). Puisque TC
est un ﬁbré inversible, le ﬁbré projectif P(TC) est isomorphe à C et le mor-
phisme obtenu φ : C → P(H(C,ΩC)∗) est le morphisme canonique associé à
la courbe C :
P(TC) → P(Ho(C,ΩC)∗).
‖ ↗ φ
C
Les propriétés de ce morphisme sont bien connues : si la courbe C est hy-
perelliptique, l'image de φ est une courbe rationnelle normale et est de degré
g − 1, sinon φ est un plongement.
Une surface projective lisse S est également étudiée en considérant son
ﬁbré canonique i.e. le déterminant du ﬁbré cotangent. Si K est un diviseur
canonique de la surface, la dimension de Kodaira κ(S) est la plus grande
dimension des images de S par les applications rationnelles φn associées aux
systèmes linéaires |nK| (n ∈ N∗).
Une surface S est dite de type général si κ(S) = 2. Si S est minimale, il
existe un entier n tel que le système linéaire |nK| déﬁnisse un plongement
en dehors des −2 courbes. Le plus petit entier n vériﬁant cette propriété
dépend de l'intersection K2 (cf. [2]).
Cette classiﬁcation reste malgré tout insatisfaisante en regard des résultats
obtenus pour les surfaces de dimension de Kodaira inférieure : l'appellation
de type général recouvre une trop grande diversité de surfaces.
On se propose d'aborder l'étude des surfaces de type général en suivant
l'analogie avec la théorie des courbes. Pour ces dernières, le ﬁbré cotangent
et le ﬁbré canonique coïncident. Pour une surface, la diﬀérence existe et
cela suggère d'étudier non pas son ﬁbré canonique, mais le ﬁbré cotangent
lui-même. Quelques conditions supplémentaires sont nécessaires :
Hypothèse 0.1. Nous travaillerons dans ce qui suit avec une surface S dé-
ﬁnie sur le corps des complexes, lisse, de type général, dont le ﬁbré cotangent
ΩS est engendré par l'espace de ses sections globales Ho(ΩS) et d'irrégularité
q = dimHo(ΩS) vériﬁant q > 3.
De telles surfaces se trouvent comme sous-variétés d'une variété abélienne.
Soit S une surface vériﬁant les hypothèses 0.1, notons TS le ﬁbré tan-
gent, pi : P(TS) → S la projection sur S du projectivisé du ﬁbré tangent et
OP(TS)(1) le ﬁbré inversible tel que pi∗(OP(TS)(1)) ' ΩS . On a une identiﬁ-
cation naturelle :
Ho(P(TS),OP(TS)(1)) ' Ho(ΩS),
et, par hypothèse, le morphisme Ho(ΩS) ⊗ OS → ΩS est surjectif. Le mor-
phisme Ho(ΩS)⊗OP(TS) → OP(TS)(1) est donc également surjectif et déﬁnit
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un morphisme appelé l'application cotangente :
ψ : P(TS)→ P(Ho(ΩS)∗) = Pq−1.
Ce morphisme est l'objet d'étude de la présente thèse.
Le diagramme suivant :
P(TS)
ψ→ P(Ho(ΩS)∗)
pi ↓
S
est l'analogue de celui des courbes. En gardant le modèle d'étude des courbes
à l'esprit, nous cherchons à résoudre les mêmes problèmes : la question de la
ﬁnitude de ψ, la question de son degré et du degré de son image.
L'application cotangente permet de traduire les propriétés algébriques du
ﬁbré cotangent par les propriétés géométriques de son image. Ainsi, le mor-
phisme ψ possède des ﬁbres ﬁnies si et seulement si le ﬁbré ΩS est ample
(au sens de Hartshorne [12]), c'est-à-dire, si et seulement si il n'existe pas de
courbe irréductible C ↪→ S contenue dans S telle que la restriction ΩS|C du
ﬁbré admette un quotient surjectif trivial.
Si une courbe irréductible C possède un quotient inversible trivial :
ΩS|C → OC → 0,
celui-ci détermine une section du morphisme pi qui est contractée par l'ap-
plication cotangente en un point. Un tel point de P(Ho(ΩS)∗) sera appelé
un point exceptionnel et une telle courbe sera dite non-ample. Nous
noterons ∆ le lieu des points exceptionnels.
Se pose alors le problème d'établir une classiﬁcation des courbes non-
amples contenues dans la surface ; cette classiﬁcation se fera suivant les pro-
priétés numériques de ces courbes et permettra de donner un critère pour
qu'une courbe non-ample soit lisse.
Après avoir étudié les courbes non-amples isolément, il est naturel d'étu-
dier leurs conﬁgurations et en particulier leurs intersections, nous en ferons
une brève étude.
Enﬁn, nous chercherons à caractériser les surfaces possédant une inﬁnité de
courbes non-amples, ou encore les surfaces pour lesquelles le lieu des points
exceptionnels est de dimension strictement positive.
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Contenu de la thèse chapitre par chapitre.
La thèse peut être divisée en deux parties : la première partie (chapitres 1
à 3) est une étude de portée générale de l'application cotangente. La seconde
partie (chapitre 4) est un exemple et une illustration des propriétés d'un tel
morphisme.
Chapitre 1.
Soit S vériﬁant les hypothèses 0.1. Dans ce premier chapitre, nous étudions
l'application cotangente de la surface S :
Théorème 0.2. L'image de l'application cotangente est de dimension 3.
Soit p un point de Pq−1. La ﬁbre ψ−1(p) est de dimension au plus 1.
Le sous-schéma fermé ∆ de Pq−1 formé des points p tels que dimψ−1(p) = 1
est de dimension au plus 1.
Chaque point de ∆ est le sommet d'un cône contenu dans l'image de l'appli-
cation cotangente.
Nous établissons ensuite une borne sur le degré de l'application cotangente
et sur le degré de son image en fonction des nombres de Chern c21[S], c2[S]
de la surface (voir proposition 1.18).
Chapitre 2.
Soit p un point de Pq−1. Si la ﬁbre ψ−1(p) est de dimension 1, alors
l'image de ψ−1(p) par le morphisme de projection pi est une courbe et
chaque composante réduite irréductible C de cette courbe possède une sec-
tion t : C → P(TS) contractée en un point par l'application cotangente. La
proposition suivante relie cette propriété géométrique de la courbe C aux
propriétés faisceautiques du ﬁbré cotangent :
Proposition 0.3. Une courbe C ↪→ S possède une section :
t : C → P(TS)
contractée en un point par l'application cotangente si et seulement si il existe
un morphisme surjectif :
ΩS|C → OC
où ΩS|C est la restriction du ﬁbré cotangent à C.
Soit C ↪→ S une courbe, on appellera suite cotangente de C la suite
exacte :
0→ OC(−C)→ ΩS|C → ΩC → 0.
Le théorème suivant classiﬁe les courbes non-amples de la surface :
Théorème 0.4. Soit C une courbe de la surface S, alors :
a) La courbe C est non-ample et vériﬁe C2 < 0 si et seulement si C est lisse
de genre 1.
b) La courbe C est non-ample et vériﬁe C2 = 0 si et seulement si C est lisse
de genre strictement supérieur à 1 et la suite cotangente est scindée.
c) Si la courbe C est non-ample, lisse et vériﬁe C2 > 0, alors la suite cotan-
gente de C n'est pas scindée et C est de genre supérieur ou égal à q.
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Ce théorème s'obtient à partir d'un critère de lissité de Lipman [13].
Nous appliquons ensuite ce théorème à l'étude d'une surface ﬁbrée f :
S → B à ﬁbres connexes. Soit B′ l'ouvert de B tel que la restriction de f
à S′ := f−1B′ soit une submersion. Notons ΩS′/B′ le faisceau des diﬀéren-
tielles relatives de la restriction f ′ : S′ → B′ et TS′/B′ le dual de ΩS′/B′ .
L'application de Kodaira-Spencer de f ′ : S′ → B′ est l'application :
δ : TB → R1f∗(TS/B)
déduite de la suite exacte des espaces tangents :
0→ TS/B → TS → f∗TB → 0.
Le théorème 0.4 permet de montrer le résultat suivant :
Proposition 0.5. Soit f : S → B une ﬁbration de la surface. Une ﬁbre
lisse en un point b de B est non-ample si et seulement si b est un zéro du
morphisme de Kodaira-Spencer δ.
Une surface ﬁbrée f : S → B est dite isotriviale si ses ﬁbres lisses sont
isomorphes entre-elles. Cette propriété est équivalente au fait que le mor-
phisme de Kodaira-Spencer soit nul, ou encore par le théorème 0.4, cela est
équivalent au fait que les ﬁbres lisses de f soient des courbes non-amples.
Chapitre 3.
Ce troisième chapitre est consacré aux surfaces possédant une inﬁnité de
courbes non-amples. Le but étant de déterminer ces surfaces et d'appréhen-
der l'image de leur application cotangente.
Rappelons que ∆ est le fermé des points exceptionnels i.e. des points p de
Pq−1 tels que la ﬁbre ψ−1(p) soit de dimension 1.
Théorème 0.6. Soit S une surface possédant une inﬁnité de courbes non-
amples et telle que ∆ ne soit pas une droite de Pq−1. L'image de l'application
cotangente vériﬁe alors l'une des deux propriétés suivantes :
a) La surface S est une surface ﬁbrée isotriviale dont les ﬁbres sont les courbes
non-amples. Le lieu des points exceptionnels ∆ est formé de deux courbes et
l'image de l'application cotangente est la variété développée par les sécantes
de ces deux courbes.
b) L'image de l'application cotangente est la variété des sécantes d'une courbe.
Une courbe non-ample C de la surface vériﬁe en ce cas : C2 > 0.
Le théorème 3.1 donne un énoncé plus précis, mais plus technique. Ce
théorème s'obtient en étudiant l'image inverse d'un fermé de dimension 1 de
∆.
Nous étudions ensuite la surface produit symétrique B(2) d'une courbe lisse
B de genre strictement supérieur à 3 et non-hyperelliptique. Cette surface
vériﬁe les hypothèses 0.1 et contient une inﬁnité de courbes non-amples C
vériﬁant C2 = 1.
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Chapitre 4.
Un exemple pour lequel l'application cotangente intervient naturellement
est celui de la surface de Fano d'une cubique lisse de P4. D'après les travaux
de H. Clemens, P. Griﬃths [6] et de A. Tjurin [24], [25], une surface de
Fano S vériﬁe les hypothèses 0.1, son irrégularité est q = 5 et l'image de
son application cotangente ψ est une hypersurface cubique lisse F ↪→ P4.
La surface S est alors le schéma de Hilbert des droites de la cubique F
(réciproquement le schéma de Hilbert des droites d'une cubique lisse de P4
est une surface de Fano).
En premier lieu, nous étudions les ﬁbres de l'application cotangente d'une
surface de Fano S pour montrer la proposition suivante :
Proposition 0.7. Une courbe E ↪→ S est non-ample si et seulement si elle
est lisse de genre 1. En ce cas, elle vériﬁe : E2 = −3.
Nous étudions ensuite le diviseur de ramiﬁcation R de l'application cotan-
gente : celui-ci s'écrit R = pi∗Σ où Σ est un diviseur de la surface linéairement
équivalent à 2K (K un diviseur canonique). Cette étude permet de borner
le nombre de courbes non-amples d'une surface de Fano :
Proposition 0.8. Une surface de Fano possède au plus 30 courbes lisses de
genre 1.
Soit p le sommet du cône ψ∗pi∗E, soit s un point générique de S, notons
Xs le plan contenant le sommet p et la droite Ls = ψ(pi−1(s)) ↪→ F . Le plan
Xs découpe la cubique F en trois droites :
1) la droite Ls,
2) la droite LγE(s) (contenue dans le cône) passant par le sommet p et par le
point intersection de Ls et du cône ψ∗pi∗E,
3) la droite résiduelle LσE(s) telle que : XsF = Ls + LγE(s) + LσE(s).
Nous avons ainsi déﬁni deux applications rationnelles :
γE : S → E, σE : S → S.
Lemme 0.9. Les applications γE et σE sont des morphismes et σE est une
involution.
Cette construction nous permet de calculer l'intersection de deux courbes
non-amples :
Lemme 0.10. Soit E, E′ deux courbes non-amples d'une surface de Fano.
Le nombre d'intersection EE′ vaut 0 ou 1.
Le groupe engendré par les automorphismes σE (E courbe non-ample)
permet de déterminer la conﬁguration formé par les courbes non-amples
de S. Nous donnons au paragraphe 4.3 les résultats de cette classiﬁcation
(résultats qui font l'objet d'une publication à venir).
La surface de Fano S de la cubique de Fermat F ↪→ P4 = P(Ho(ΩS)∗) :
x31 + x
3
2 + x
3
3 + x
3
4 + x
3
5 = 0
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est l'unique surface de Fano qui possède 30 courbes elliptiques. Nous en
faisons une étude particulière.
Soit µ3 l'ensemble des racines troisièmes de l'unité et α ∈ µ3 une racine
primitive, notons Λ∗A le sous-Z[α]-module libre de rang 5 deHo(ΩS) engendré
par les formes :
xi − βxj (i < j, β ∈ µ3).
Notons de plus e1, .., e5 ∈ Ho(ΩS)∗ la base duale de x1, .., x5. Déﬁnissons le
produit hermitien de deux formes `, `′ ∈ Λ∗A par :〈
`, `′
〉
=
k=5∑
k=1
`(ek)`′(ek),
et la norme de ` par : ‖`‖ =√〈`, `〉.
Théorème 0.11. La surface de Fano de la cubique de Fermat possède 30
courbes lisses de genre 1 numérotées :
Eβij , 1 ≤ i < j ≤ 5, β ∈ µ3.
1) Chaque courbe lisse de genre 1 contenue dans la surface de Fano est iso-
morphe à la cubique plane de Fermat : E : X3 + Y 3 + Z3 = 0.
2) Soit Eγij et E
β
st deux telles courbes, alors :
EβijE
γ
st =

1 si {i, j} ∩ {s, t} = ∅
−3 si Eβij = Eγst
0 sinon.
3) Le groupe de Néron-Severi NS(S) de la surface S est de rang : 25 =
dimH1(S,ΩS). Le sous-réseau de NS(S) engendré par les 30 courbes non-
amples est de rang 25 et de discriminant égal à 320.
4) Pour tout élément ` non nul de Λ∗A, il existe une ﬁbration γ` : S → E.
Soit F` une ﬁbre de γ`. L'intersection de F` et de la courbe E
β
ij ↪→ S vaut :
EβijF` = |(ei − βej)(`)|2.
La ﬁbration γ` est à ﬁbres connexes si les entiers :
EβijF`, 1 ≤ i < j ≤ 5, β ∈ µ3
sont premiers entre eux dans leur ensemble.
5) La ﬁbre F` est de genre :
g(F`) = 1 + 3 ‖`‖2 .
6) Soit ` et `′ deux éléments linéairement indépendants de Λ∗A ⊂ Ho(ΩS). Le
morphisme (γ`, γ`′) : S → E× E est de degré F`F`′ et :
F`F`′ = ‖`‖2
∥∥`′∥∥2 − 〈`, `′〉 〈`′, `〉 .
Nous étudions ensuite les ﬁbrations γ`, ` ∈ Λ∗A les plus intéressantes.
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Notations.
Pour une surface S, on utilisera les notations suivantes :
- K = KS un diviseur canonique.
- ΩS le ﬁbré cotangent.
- Ho(ΩS) l'espace des sections globales de ΩS .
- OS(D) est le faisceau inversible associé au diviseur D.
- c1 et c2 sont les classes de Chern de la surface.
- c21[S] et c2[S] sont les nombres de Chern de la surface.
- Le symbole ∼ (respectivement ≡) est l'équivalence pour la classe d'équiva-
lence linéaire (respectivement numérique) d'une surface.
- DD′ est le nombre d'intersection de deux diviseurs D, D′de S.
- Pour tout diviseur D, on note g(D) le genre arithmétique :
g(D) =
1
2
(D2 +KD) + 1
- Si X est une variété, on confondra les notions de OX -module localement
libre et de ﬁbré vectoriel sur X.
- PourH,R, T trois diviseurs d'une variété de dimension 3, on notera (H,R, T )
leur intersection.
- Le cardinal d'un ensemble ﬁni T est noté #T .
- Une courbe d'une surface est un diviseur réduit et irréductible.
Dans ce qui suit si S est une surface vériﬁant les hypothèses 0.1, alors :
- q = dimHo(ΩS) désigne l'irrégularité de S.
- ψ : P(TS)→ Pq−1 désigne l'application cotangente (déﬁnition 1.1).
- F désigne l'image de cette application cotangente.
- pi : P(TS)→ S le morphisme de projection (déﬁnition 1.1).
- G : S → G(2, q) le morphisme de Gauss (déﬁnition 1.8).
- Ls = ψ(pi−1s) est la droite correspondant au point G(s) (s ∈ S) (notation
1.7),.
- ∆ est le fermé des points exceptionnels i.e. des points p tels que dimψ−1p =
1 (déﬁnition 1.16).
Pour le chapitre 4 relatif aux surfaces de Fano S, nous adopterons les conven-
tions suivantes :
- x1, ..., x5 base des formes Ho(ΩS) (paragraphe 4.1.2).
- e1, ..., e5 ∈ Ho(ΩS)∗ base duale des formes x1, .., x5 (paragraphe 4.3).
- Cv (où v ∈ Ho(ΩS)∗ est non nul) désigne l'espace engendré par v ou bien
le point de P4 correspondant : nous préciserons l'aspect espace ou point
suivant les cas (paragraphe 4.4.1).
- TF,p ↪→ P4 désigne l'hyperplan projectif tangent au point p de la cubique
F (paragraphe 4.3).
- µ3 est le groupe des racines troisièmes de l'unité.
- α ∈ µ3 est une racine primitive.
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1. Etude de l'application cotangente.
1.1. Les déﬁnitions de l'application cotangente. Soit S une surface
vériﬁant les hypothèses 0.1, c'est-à-dire :
- La surface S est déﬁnie sur C, lisse, de type général, son ﬁbré cotangent
ΩS est engendré par l'espace de ses sections globales Ho(ΩS) et elle est
d'irrégularité q > 3.
Soit P(TS) le projectivisé du ﬁbré cotangent, pi : P(TS) → S le morphisme
de projection, OP(TS)(1) le ﬁbré tautologique qui vériﬁe :
pi∗(OP(TS)(1)) = ΩS .
L'espace Ho(P(TS),OP(TS)(1)) des sections globales de OP(TS)(1) s'identiﬁe à
l'espace Ho(ΩS). Le ﬁbré cotangent étant engendré par ses sections globales,
le morphisme naturel Ho(ΩS)⊗OP(TS) → OP(TS)(1) est surjectif (cf. [11]).
Déﬁnition 1.1. Le morphisme :
ψ : P(TS)→ P(Ho(ΩS)∗) = Pq−1
déﬁni par la surjection Ho(ΩS)⊗OP(TS) → OP(TS)(1) est appelé l'application
cotangente de la surface .
L'image de l'application cotangente est non-dégénérée dans P(Ho(ΩS)∗).
Une seconde construction de l'application cotangente est possible et per-
met d'obtenir une interprétation plus géométrique de ce morphisme.
Considérons une surface lisse S′, soit A sa variété d'Albanese, ϑ : S′ → A
un morphisme d'Albanese et Ho(ΩS′) l'espace des sections globales de son
ﬁbré cotangent, alors :
Lemme 1.2. La diﬀérentielle dϑ : TS′ → ϑ∗TA = Ho(ΩS′)∗ ⊗ OS′ du mor-
phisme ϑ est le dual du morphisme d'évaluation Ho(ΩS′)⊗OS′ → ΩS′.
Démonstration. Voir [10] p.331. 
Notons pr : S′×Ho(ΩS′)∗ → Ho(ΩS′)∗ la projection sur le second facteur.
Par déﬁnition, le morphisme d'Albanese ϑ est une immersion locale si ϑ est
immersif en tout point, c'est-à-dire si le morphisme :
pr ◦ dϑs : TS′,s → Ho(ΩS′)∗
est injectif en tout point s de S. SoitMS′,s ⊂ OS′,s l'idéal maximal de OS′,s.
Le lemme 1.2 montre que :
Lemme 1.3. Le morphisme d'Albanese ϑ : S′ → A est une immersion en
s si et seulement si le morphisme d'évaluation Ho(ΩS′)→ ΩS′,s/MS′,sΩS′,s
est surjectif en s.
Nous obtenons ainsi le corollaire suivant :
Corollaire 1.4. Le morphisme d'Albanese de la surface S′ est une immer-
sion locale si et seulement si le ﬁbré cotangent de S′ est engendré par ses
sections globales.
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Revenons maintenant à la surface S vériﬁant les hypothèses 0.1. Soit ϑ :
S → A un morphisme d'Albanese et :
pr : S ×Ho(ΩS)∗ → Ho(ΩS)∗
le morphisme de projection. Le corollaire suivant du lemme 1.2 donne une
interprétation géométrique de l'application cotangente de la surface :
Corollaire 1.5. L'application cotangente de S est le projectivisé du mor-
phisme :
pr ◦ dϑ : TS → Ho(ΩS)∗.
Démonstration. C'est une conséquence du lemme 1.2 et du corollaire 1.4. 
L'application cotangente est donc le morphisme qui à un point de la sur-
face et à une direction tangente associe la direction tangente dans la variété
d'Albanese.
Après ce second point de vue, regardons les propriétés de la restriction
de l'application cotangente en la ﬁbre pi−1s d'un point s. La ﬁbre en s de la
projection pi est la courbe P(TS,s) ' P1. La restriction du ﬁbré OP(TS)(1) à la
courbe rationnelle P(TS,s) est le ﬁbré tautologique OP(TS,s)(1) de degré 1 et la
restriction de l'application cotangente à P(TS,s) est déﬁnie par la surjection :
Ho(ΩS)⊗OP(TS,s) → OP(TS,s)(1)→ 0.
Ainsi :
Lemme 1.6. La restriction de l'application cotangente à la ﬁbre pi−1s (s ∈
S) est un plongement et l'image de pi−1s est une droite de Pq−1.
Notation 1.7. Pour un point s de S, on notera Ls ↪→ Pq−1 l'image de la
ﬁbre pi−1s par l'application cotangente.
L'image de l'application cotangente est donc la réunion des droites Ls (s
point de S). Notons G(2, q) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels
de dimension 2 de Ho(ΩS)∗. Cette grassmannienne paramètre également les
droites de l'espace projectif Pq−1.
Déﬁnition 1.8. Le morphisme de Gauss :
G : S → G(2, q)
de la surface S est déﬁni par la surjection Ho(ΩS)⊗OS → ΩS.
Par construction, le point G(s) représente la droite projective Ls, ou en-
core :
Corollaire 1.9. Le morphisme de Gauss est le morphisme qui à un point s
de la surface associe l'élément de G(2,Ho(ΩS)∗) représentant le plan :
pr ◦ dϑs(TS,s) ⊂ Ho(ΩS)∗.
Démonstration. C'est un corollaire du lemme 1.2. 
Le morphisme de Gauss de la surface S possède la propriété suivante :
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Lemme 1.10. Le morphisme de Gauss est ﬁni sur son image.
Démonstration. La surface S est de type général et son ﬁbré cotangent est
engendré par ses sections globales : elle vériﬁe donc les conditions du corol-
laire 2 de [19], ce qui permet de conclure que le morphisme G est ﬁni. 
Remarque 1.11. Soit K un diviseur canonique de S et U le ﬁbré universel
de G(2, q). Le lemme 1.10 implique que le ﬁbré canonique :
OS(K) = G∗(∧2U∗)
est ample.
La conﬁguration que nous avons construit est la suivante :
P(TS)
ψ→ P(Ho(ΩS)∗).
pi ↓
S
Plus généralement, pour toute variété X dont le ﬁbré cotangent est engendré
par ses sections globales, on peut déﬁnir une application cotangente et un
morphisme de Gauss. Par exemple si X est une courbe, alors la projection
pi est un isomorphisme et ψ ◦ pi−1 est le morphisme canonique de X.
Le morphisme ψ possède une factorisation qui donne un nouvel éclairage
à la situation étudiée :
Soit U le ﬁbré universel de G(2, q), P(U) le projectivisé de U ,
pi2 : P(U)→ G(2, q)
le morphisme de projection et soitOP(U)(1) le ﬁbré tel que pi2∗OP(U)(1) ' U∗.
Notons pi1 : P(U)→ Pq−1 la projection naturelle et notons ψ˜ : P(TS)→ P(U)
le morphisme déﬁni par le quotient :
pi∗ΩS = pi∗G∗U∗ → OP(TS)(1)→ 0.
Le morphisme ψ˜ vériﬁe pi1 ◦ ψ˜ = ψ et la situation est résumée par le dia-
gramme suivant :
P(TS)
eψ→ P(U) pi1→ Pq−1.
pi ↓ ↓ pi2
S
G→ G(2, q)
L'image de ψ est réunion des droites Ls (s ∈ S). Par exemple, si le morphisme
de Gauss est un plongement, la surface S possède une propriété modulaire :
elle paramètre des droites d'une sous-variété de Pq−1.
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1.2. Dimension des ﬁbres et de l'image de l'application cotangente.
Cette section porte sur les ﬁbres de l'application cotangente et la dimension
de son image. Nous établissons que ces ﬁbres sont de dimension au plus 1 et
qu'il y a au plus une famille de dimension 1 de ﬁbres ψ−1(p) de dimension
1. Nous montrons ensuite que l'image de l'application cotangente est de
dimension 3.
Rappelons pour commencer la propriété fonctorielle du ﬁbré projectif
P(TS) :
Proposition 1.12. (cf. [11] chapitre II proposition 7.12). Soit X une variété
et f : X → S un morphisme. Il est équivalent de se donner un morphisme :
t : X → P(TS)
de X dans P(TS) au-dessus de S ou de se donner un ﬁbré inversible L et un
morphisme surjectif :
f∗ΩS → L.
Ce morphisme t et ce ﬁbré inversible vériﬁent :
t∗(OP(TS)(1)) = L.
Etudions les ﬁbres de l'application cotangente :
Lemme 1.13. Soit p un point de Pq−1. Le morphisme pi est injectif sur les
points de la ﬁbre ψ−1(p).
Démonstration. Soit s un point de S. Si l'intersection de pi−1(s) et de ψ−1(p)
est non vide, cette intersection est nécessairement un point car ψ est un
plongement sur la ﬁbre pi−1s (cf. lemme 1.6). 
Notons F l'image de l'application cotangente. Si p est un point de Pq−1,
nous noterons Dp l'image de la ﬁbre ψ−1(p) par pi : le fermé sous-jacent est
formé des points s de la surface tels que la droite Ls passe par p.
Proposition 1.14. Pour tout point p de Pq−1, la ﬁbre ψ−1(p) et le schéma
Dp sont de dimension au plus 1.
Démonstration. L'application cotangente ψ n'est pas constante (c'est un
plongement sur chaque ﬁbre de la projection pi) donc pour tout point p
de Pq−1, la dimension de ψ−1(p) est inférieure ou égale à 2.
Supposons que la ﬁbre de l'application cotangente en un point p soit de di-
mension 2. Soit S′ le schéma réduit associé à la ﬁbre ψ−1(p). Par le lemme
1.13, la restriction pi|S′ du morphisme pi à S′ est injective sur les points de
S′. Puisque pi est propre, le morphisme de surfaces :
pi|S′ : S′ → S
est surjectif. Le morphisme pi|S′ est bijectif, séparable dans la variété normale
S : c'est un isomorphisme (cf. [15] remarque 6.21). Il existe donc un mor-
phisme t : S → P(TS) tel que pi ◦ t : S → S soit l'identité. A ce morphisme t
correspond un quotient :
ΩS → L
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où L est le ﬁbré inversible qui vériﬁe t∗OP(TS)(1) = L (cf. proposition 1.12).
Le ﬁbré OPq−1(1) est trivial au point p et puisque ψ ◦ t contracte S au point
p, cela implique que le ﬁbré :
t∗ψ∗OPq−1(1) = L
est trivial. Ainsi ΩS possède un quotient d'image un ﬁbré inversible trivial,
donc, par dualité le ﬁbré tangent TS possède une section globale. Cela est
impossible car nous avons supposé S de type général : un tel point p n'existe
pas et les ﬁbres de ψ sont de dimension au plus 1.
Pour tout point p de Pq−1, l'image de la ﬁbre ψ−1(p) par pi est donc également
de dimension inférieure ou égale à 1. 
Soit p un point de Pq−1 tel que Dp = pi(ψ−1(p)) soit de dimension 1.
Considérons D une composante irréductible de dimension 1 de Dp munie de
sa structure réduite, alors :
Proposition 1.15. L'image par l'application cotangente de la surface réglée
pi−1(D) est un cône de sommet p.
Démonstration. L'application ψ est injective sur les ﬁbres de pi, le fermé
irréductible ψ(pi−1(D)) est donc au moins de dimension 1.
Si ψ(pi−1(D)) est de dimension 1, alors c'est une droite projective L ↪→ Pq−1
et pour tout point s de D, on a : Ls = L. Mais cela est impossible car le
morphisme de Gauss G est ﬁni (lemme 1.10) et ne peut contracter la courbe
D en un point.
Donc ψ(pi−1(D)) est une surface et puisque toutes les droites Ls (s point de
D) passent par le point p, c'est un cône de sommet p. 
Déﬁnition 1.16. Un point p de Pq−1 est dit exceptionnel si la ﬁbre ψ−1(p)
est de dimension 1.
Soit∆ l'ensemble des points exceptionnels. Par la proposition 1.15, chaque
point de ∆ est le sommet d'un cône ; étudions la géométrie de ∆ :
Proposition 1.17. L'image de l'application cotangente est de dimension 3 ;
∆ est un fermé de Pq−1 vide ou de dimension inférieure ou égale à 1.
Démonstration. Notons F l'image de l'application cotangente et ψ|F la res-
triction de ψ à son image.
Si les ﬁbres générique de ψ|F sont de dimension 1 alors F est de dimension
2. En ce cas, pour tout point p de F , le schéma Dp est de dimension 1 et le
fermé ψ(pi−1(Dp,red)) est de dimension 2 contenu dans la surface irréductible
F . Cela implique que ψ(pi−1(Dp,red)) est égal à F . Ainsi deux points quel-
conques de F sont sommets de cônes et sont reliés par une droite contenue
dans F .
On en déduit que F est un plan projectif. Or la variété F est non-dégénérée
dans Pq−1, ainsi : q = 3. Mais on a fait l'hypothèse que la surface S est
d'irrégularité q > 3.
On en déduit que pour un point p générique de l'image de ψ, le schéma Dp
20 L'APPLICATION COTANGENTE DES SURFACES DE TYPE GÉNÉRAL
est de dimension nulle et que ψ est génériquement ﬁnie sur son image.
Le morphisme ψ étant propre et génériquement ﬁni, l'ensemble des points
exceptionnels ∆ est un sous-schéma fermé de Pq−1 (cf. [11] p.94). 
1.3. Degré de l'application ψ, degré de ψ∗pi∗C, ramiﬁcation.
1.3.1. Degré de l'application cotangente et de son image.
Après avoir étudié les ﬁbres de l'application cotangente, nous étudions son
degré.
Soit F l'image de l'application cotangente, notons degF son degré et degψ
le degré de l'application ψ sur son image.
Proposition 1.18. Soit c1 et c2 les classes de Chern de la surface, alors :
degF degψ = c21[S]− c2[S].
Démonstration. Soit H une section hyperplane de l'image F de l'application
cotangente, notons : h = ψ∗H. Par déﬁnition des classes de Chern de ΩS le
cycle h vériﬁe :
h2 − h.pi∗c1(ΩS) + pi∗c2(ΩS) = 0.
Or c1 = −c1(ΩS) et c2 = c2(ΩS), on a donc : h3 = −h2.pi∗c1 − h.pi∗c2 et par
substitution, on obtient :
h3 = h.pi∗c21 + pi
∗c2.pi∗c1 − h.pi∗c2 = h.pi∗(c21 − c2).
Le degré du terme de droite est égal à celui de c21 − c2. De plus : deg h3 =
degH3 degψ et degH3 = degF , donc :
degF degψ = c21[S]− c2[S]
où c21[S] et c2[S] sont les nombres de Chern de la surface. 
Rappelons le diagramme suivant :
P(TS)
eψ→ P(U) pi1→ Pq−1
pi ↓ ↓ pi2
S
G→ G(2, q)
Le morphisme ψ vériﬁe : pi1 ◦ ψ˜ = ψ. Notons pi′1 la restriction de pi1 à l'image
de ψ˜ sur l'image de ψ˜ ◦ pi1 ainsi :
Proposition 1.19. Le degré de ψ est le produit du degré du morphisme de
Gauss G par le degré de pi′1.
Si l'irrégularité q est strictement supérieure à 4, alors le nombre de droites
de Pq−1 contenues dans F et qui passent par un point p générique est égal
au degré de pi′1.
L'image de l'application cotangente étant non-dégénérée, son degré est
supérieur ou égal à q − 3, donc :
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Corollaire 1.20. Le degré de la restriction de l'application cotangente ψ| :
P(TS)→ F est majoré par :
c21[S]− c2[S]
q − 3 .
1.3.2. Degré du cycle ψ∗pi∗C.
Nous lions dans cette thèse la géométrie de la surface S à la géométrie
de l'image de son application cotangente. La proposition suivante met en
rapport les propriétés numériques d'une courbe C ↪→ S aux propriétés nu-
mériques du cycle ψ∗pi∗C :
Proposition 1.21. Soit C une courbe contenue dans S ; le degré de ψ∗pi∗C
est égal à KC où K est un diviseur canonique.
Cette proposition sera utilisée à la proposition 4.3.
Démonstration. Soit H une section hyperplane et h = ψ∗H. Par déﬁnition,
le degré de ψ∗pi∗C est le degré de l'intersection de H2 et de ψ∗pi∗C. Le
morphisme ψ étant propre, on peut utiliser la formule de projection :
ψ∗(h2.pi∗C) = H2.ψ∗pi∗C.
Les degrés de h2.pi∗C et de ψ∗(h2.pi∗C) étant égaux, il reste à montrer que
le degré de h2.pi∗C est égal à KC. Les classes de Chern c1(ΩS), c2(ΩS) du
ﬁbré ΩS vériﬁent :
h2 = h.pi∗c1(ΩS)− pi∗c2(ΩS)
dans l'anneau de Chow de P(TS). D'où :
h2.pi∗C = h.pi∗c1(ΩS).pi∗C − pi∗c2(ΩS).pi∗C = h.pi∗c1(ΩS).pi∗C,
or le degré de c1(ΩS).C est KC. 
1.3.3. Géométrie de ψ(pi−1(C)).
Soit C une courbe contenue dans la surface S.
Proposition 1.22. La surface ψ(pi−1(C)) est dégénérée dans Pq−1 si et
seulement si le morphisme de restriction :
Ho(ΩS)→ Ho(C,ΩS|C)
possède un noyau non nul. En ce cas, la courbe C vériﬁe : C2 ≤ 0.
Soit ΩC le faisceau des diﬀérentielles de C.
Lemme 1.23. (Théorème de Kodaira-Ramanujam-Bombieri (6.7) [7]). Si le
morphisme Ho(ΩS)⊗OC → ΩC possède un noyau non trivial, alors C2 ≤ 0.
Démonstration. (De la proposition 1.22). Soit t : C → P(TS) une section
et L le ﬁbré inversible correspondant. Le morphisme ψ ◦ t : C → Pq−1 est
obtenu par le quotient :
Ho(ΩS)⊗OC → L → 0.
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Ce quotient se factorise comme suit :
Ho(ΩS)⊗OC → Ho(C,ΩS|C)⊗OC → ΩS|C → L → 0.
L'image de ψ ◦ t est donc contenue dans l'espace projectif P ↪→ Pq−1 image
du morphisme rationnel naturel P(Ho(C,ΩS|C)∗)→ P(Ho(ΩS)∗).
Puisque C est une courbe, il existe une inﬁnité de sections C → P(TS).
L'image de la surface ψ(pi−1(C)) par ψ est donc contenue dans P. Cette
image est non dégénérée dans P.
L'espace P est strict si et seulement si le morphisme de restriction :
Ho(ΩS)→ Ho(C,ΩS|C)
possède un noyau non nul. En ce cas, le lemme 1.23 montre que : C2 ≤ 0. 
1.3.4. Diviseur de ramiﬁcation de ψ.
Nous supposerons dans ce paragraphe que l'image F de l'application cotan-
gente est lisse et nous noterons ωF le ﬁbré canonique de F .
Proposition 1.24. Soit R le diviseur de ramiﬁcation du morphisme :
ψ|F : P(TS)→ F.
Le diviseur R vériﬁe :
OP(TS)(R) ' OP(TS)(−2)⊗ pi∗OS(2K)⊗ (ψ∗|FωF )∗.
Démonstration. Le diviseur R est le schéma des zéros de la section :
det dψ|F : ∧3TP(TS) → ψ∗|F ∧3 TF ,
donc :
OP(TS)(R) ' ωP(TS) ⊗ (ψ∗|FωF )∗.
Il faut donc calculer ωP(TS). Les deux suites suivantes :
0→ pi∗ΩS → ΩP(TS) → ΩP(TS)/S → 0,
0→ ΩP(TS)/S → OP(TS)(−1)⊗ pi∗ΩS → OP(TS) → 0
sont exactes (cf. [11]), donc :
ωP(TS) = ∧3ΩP(TS) ' pi∗OS(K)⊗ ΩP(TS)/S ,
et :
ΩP(TS)/S ' OP(TS)(−2)⊗ pi∗OS(K).
Ainsi :
ωP(TS) ' OP(TS)(−2)⊗ pi∗OS(2K)
et la proposition en résulte. 
Nous étudions au chapitre 4 des surfaces telles que l'image de leur applica-
tion cotangente soit une hypersurface cubique lisse de P4, il est donc légitime
de regarder à coté :
Soit n ≥ 3, pour i ∈ {1, .., n − 3}, soit di un entier positif. Une variété F
de dimension 3 de Pn est dite intersection complète de type (d1, .., dn−3)
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si F est intersection transverse de n − 3 hypersurfaces de degré d1, ..., dn−3
respectivement.
Corollaire 1.25. Si l'image de l'application cotangente F ↪→ Pq−1 est une
intersection complète, alors F est une des variétés suivantes :
1) q = 6, F ↪→ P5 est l'intersection de deux quadriques et le diviseur de
ramiﬁcation vériﬁe : O(R) ' pi∗OS(2K) (K diviseur canonique).
2) q = 5, F ↪→ P4 est une quadrique et O(R) ' OP(TS)(1)⊗ pi∗OS(2K).
3) q = 5, F ↪→ P4 est une cubique et O(R) ' pi∗OS(2K).
4) q = 4, F = P3 et O(R) ' OP(TS)(2)⊗ pi∗OS(2K).
Démonstration. Si l'irrégularité q est égale à 4, alors F = P3.
Supposons q > 4, soit (d1, ..., dq−4) le type de F ↪→ Pq. Les entiers di vériﬁent
di ≥ 2 car F est non-dégénérée dans Pq−1. Le ﬁbré canonique de F ↪→ Pq−1
est :
ωF ' OF (
i=q−4∑
i=1
di − q)
où OF (1) est la restriction à F du ﬁbré tautologique OPq−1(1) (cf. [2] Chap.
V). Par la proposition précédente :
OP(TS)(R) ' OP(TS)(−2)⊗ pi∗OS(2K)⊗ (ψ∗|FωF )∗
où R est le diviseur de ramiﬁcation. Puisque : ψ∗OF (1) = OP(TS)(1), on a :
O(R) ' OP(TS)(q − 2−
i=q−4∑
i=1
di)⊗ pi∗OS(2K).
Soit s un point de S, puisque le diviseur de ramiﬁcation R est eﬀectif, le
nombre d'intersection :
Rpi−1s
est positif ou nul, or :
Rpi−1s = q − 2−
i=q−4∑
i=1
di.
Donc q − 2 ≥ ∑i=q−4i=1 di ≥ 2(q − 4). Ainsi q vériﬁe : 4 < q ≤ 6. Si q = 6,
alors d1 = d2 = 2 et si q = 5 alors d1 = 2 ou 3. 
Remarque 1.26. La variété qui paramètre les droites contenues dans une
intersection complète de deux quadriques de P5 est une surface étudiée par
Kummer (cf. [26]).
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2. Etude des courbes non-amples.
2.1. Critère de contraction, décomposition du ﬁbré cotangent. Soit
S une surface vériﬁant les hypothèses 0.1 et soit C une courbe de S i.e.
un schéma de dimension 1 réduit et irréductible. Supposons que ψ(pi−1(C))
soit un cône, la proposition suivante relie cette propriété géométrique de la
courbe C aux propriétés algébriques du faisceau ΩS :
Proposition 2.1. Une courbe C ↪→ S possède une section :
t : C → P(TS)
contractée en un point par l'application cotangente si et seulement si il existe
un morphisme surjectif :
ΩS|C → OC → 0
où ΩS|C est la restriction du ﬁbré cotangent à C.
Démonstration. Soit t : C → P(TS) une section contractée en un point p de
Pq−1 par l'application cotangente. Soit
ΩS|C → L → 0
le quotient correpondant à la section t. Le ﬁbré inversible L vériﬁe : t∗(OP(TS)(1)) =
L (cf. proposition 1.12). Au point p, le ﬁbré OPq−1(1) est trivial et donc le
ﬁbré inversible :
(ψ ◦ t)∗(OPq−1(1))
est trivial. Or :
(ψ ◦ t)∗(OPq−1(1)) = t∗(OP(TS)(1)) = L,
donc L est trivial et le ﬁbré ΩS|C possède un quotient dont l'image est un
ﬁbré inversible trivial.
Réciproquement supposons qu'il existe un morphisme surjectif :
q : ΩS|C → OC
et notons t : C → P(TS) la section qui lui correspond. Le composé ψ ◦ t
provient du quotient trivial Ho(ΩS) ⊗ OC → OC qui est le composé du
quotient naturel surjectif :
Ho(ΩS)⊗OC → ΩS|C
avec le quotient surjectif :
q : ΩS|C → OC .
Le morphisme ψ ◦ t est donc constant, son image est le point de Pq−1 corres-
pondant au quotient Ho(ΩS)→ Ho(C,OC). 
Déﬁnition 2.2. Une courbe C ↪→ S est dite non-ample si la restriction du
ﬁbré cotangent à C possède un quotient dont l'image est un ﬁbré inversible
trivial.
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Soit K un diviseur canonique de la surface, notons OC(K) la restriction
à C du ﬁbré canonique OS(K). Soit C une courbe non-ample, notons q :
ΩS|C → OC le quotient surjectif et F son noyau.
Proposition 2.3. Le faisceau F est isomorphe à OC(K) et la suite exacte :
0→ F → ΩS|C → OC → 0
est scindée. Le quotient trivial q est unique à multiplication par un élément
de C∗ près.
Démonstration. Le ﬁbré ΩS|C est engendré par ses sections globales car il est
restriction d'un ﬁbré engendré par ses sections globales. Il existe donc une
section t ∈ Ho(C,ΩS|C) telle que q(t) soit une section non nulle de OC : cela
fournit une section du quotient q.
Le quotient est unique à multiplication par un élément de C∗ près car sinon
ΩS|C serait trivial et le morphisme de Gauss contracterait la courbe C. 
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2.2. Classiﬁcation et lissité des courbes non-amples. Soit C une courbe
réduite irréductible contenue dans la surface et ΩC le faisceau des diﬀéren-
tielles. Puisque C est un diviseur de la variété S, la suite naturelle suivante :
0→ OC(−C)→ ΩS|C → ΩC → 0
est exacte (cf. [11] proposition 8.12). On l'appellera la suite cotangente de
la courbe C.
Le théorème suivant classiﬁe les courbes non-amples C suivant la valeur de
l'intersection C2 :
Théorème 2.4. Soit C ↪→ S une courbe réduite et irréductible.
1) La courbe C est une courbe non-ample et vériﬁe C2 < 0 si et seulement
si C est lisse et de genre 1. En ce cas la suite cotangente est scindée.
2) La courbe C est une courbe non-ample et vériﬁe C2 = 0 si et seulement
si C est lisse, de genre > 1 et la suite cotangente est scindée. En ce cas le
ﬁbré normal OC(C) est trivial.
3) Si C est non-ample, lisse et vériﬁe C2 > 0 alors la suite cotangente n'est
pas scindée et C est de genre supérieur ou égal à q.
Puisque la surface S est lisse, la courbe C est lisse si et seulement si le
faisceau ΩC est localement libre de rang 1 (cf. [11] théorème 8.17, Chap.
II). Pour démontrer le théorème 2.4, nous aurons besoin d'un théorème de
Lipman qui est la version duale de ce critère de lissité.
Théorème 2.5. (Lipman [13] théorème 1) Une courbe C déﬁnie sur un
corps de caractéristique nulle est lisse si et seulement si le faisceau TC =
HomOC (ΩC ,OC) est un ﬁbré inversible.
Nous utiliserons également le lemme suivant :
Lemme 2.6. Notons L un ﬁbré inversible de degré négatif ou nul sur une
courbe C. Le ﬁbré L est isomorphe au ﬁbré trivial si et seulement si l'espace
Ho(C,L) est non nul.
Démonstration. Ce lemme est dû à Ramanujam (cf. [2], lemme 12.2 , Chap.
II ). Supposons que l'espace Ho(C,L) soit non nul, une section non nulle de
cet espace déﬁnit un morphisme injectif OC → L dont le conoyau Q est à
support ﬁni. Par déﬁnition de Q, la suite suivante :
0→ OC → L → Q→ 0
est exacte. Puisque la caractérisitique d'Euler est additive, nous avons :
χ(L) = χ(OC) + χ(Q).
De plus, le faisceau Q est à support ﬁni donc χ(Q) = dimHo(C,Q) et :
χ(L)− χ(OC) = dimHo(C,Q)
est positif ou nul. Mais, par le théorème de Riemann-Roch :
k = χ(L)− χ(OC)
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où k est le degré de L. Puisque par hypothèse k ≤ 0, cela montre que
nécessairement k = 0 et que l'espace Ho(C,Q) est nul. Donc le faisceau Q
est nul et le morphisme OC → L est un isomorphisme.
Réciproquement l'espace Ho(C,OC) est non nul. 
Montrons le théorème 2.4 :
Soit C une courbe contenue dans la surface, la suite duale de la suite
exacte :
OC(−C)→ ΩS|C → ΩC → 0
est la suite exacte :
0→ TC i→ TS|C q
′
→ OC(C)
où le faisceau TC est déﬁni par : TC = HomOC (ΩC ,OC).
Si C est une courbe non-ample, alors la suite exacte :
0→ OC(K)→ ΩS|C → OC → 0
est scindée (proposition 2.3) ; la suite duale est :
0→ OC i
′→ TS|C q→ OC(−K)→ 0.
Considérons le diagramme suivant à lignes et colonnes exactes :
0
↓
OC t′
↓ i′ ↘
0→ TC i→ TS|C q
′
→ OC(C)
↘ ↓ q
t OC(−K)
↓
0
où t et t′ rendent le diagramme commutatif.
Notation 2.7. Lorsque par la suite C est une courbe non-ample de S, les
notations i, i′, t... renvoient à ce diagramme.
Le lemme suivant montre la première aﬃrmation du théorème 2.4 :
Lemme 2.8. Soit C une courbe contenue dans S. Les quatres assertions
suivantes sont équivalentes :
a) la courbe C est non-ample et le morphisme t est nul.
b) la courbe C est non-ample et le morphisme t′ est nul.
c) la courbe C est une courbe lisse de genre 1.
d) la courbe C est non-ample et C2 < 0.
Si une des assertions est vériﬁée, alors la suite cotangente de C est scindée.
Démonstration. Soit C ↪→ S une courbe. Supposons que a) soit vériﬁé i.e. C
est non-ample et le morphisme :
t = q ◦ i : TC → OC(−K)
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est nul. Montrons que b) est vériﬁé. Puisque t = q ◦ i est nul, par propriété
du noyau de q, il existe un morphisme j : TC → OC tel que le diagramme
suivant :
OC
j ↗ ↓ i′
TC
i→ TS|C
commute et tel que j soit injectif (car i est injectif). Puisque le morphisme
t′ se factorise par q′, t′ est nul sur le sous-OC-module j(TC) de OC . Le
morphisme t′ se factorise donc par le quotient de OC par j(TC). Ce quotient
est de torsion et puisque OC(C) est un ﬁbré inversible, le morphisme :
t′ : OC → OC(C)
est nul. Nous avons donc montré que a) implique b).
Réciproquement montrons que b) implique a). La situation est symétrique
de la précédente implication :
Soit C une courbe non-ample telle que le morphisme t′ = q′ ◦ i′ soit nul.
Par propriété du noyau de q′, l'injection i′ : OC → TS|C se factorise par un
morphisme j′ : OC → TC tel que le diagramme suivant :
OC
j′ ↙ ↓ i′
TC
i→ TS|C
commute. Le morphisme j′ est de plus injectif car i′ est injectif. Puisque
le morphisme t se factorise par q, t est nul sur le sous-OC-module j′(OC)
de TC . Le morphisme t se factorise donc par le quotient de TC par j′(OC).
Ce quotient est de torsion et puisque OC(−K) est un ﬁbré inversible, le
morphisme :
t : TC → OC(−K)
est nul. Nous avons donc montré que b) implique a).
Il y a donc équivalence entre les points a) et b) et de plus, si C est une
courbe non-ample vériﬁant a) et b), nous avons construit deux morphismes
injectifs j : TC → OC et j′ : OC → TC . Le composé j ◦ j′ : OC → OC
est un morphisme injectif, c'est donc un isomorphisme et on en déduit que
j : TC → OC est un morphisme surjectif. Le faisceau TC est donc isomorphe
à OC . Le théorème de Lipman 2.5 permet alors de conclure que la courbe C
est lisse.
En ce cas ΩC est un ﬁbré inversible, donc :
homOC (TC ,OC) = ΩC ,
et puisque TC est trivial, le ﬁbré ΩC est trivial. Ainsi C est lisse de genre 1
et nous avons montré que si a) ou b) sont vériﬁées, alors c) est vériﬁée.
Soit C ↪→ S une courbe vériﬁant c) i.e. C est lisse de genre 1. Le quotient
naturel ΩS|C → ΩC est un quotient trivial et surjectif donc C est une courbe
non-ample. De plus, par adjonction : C2 + KC = 0 et puisque le diviseur
canonique K est ample (cf. remarque 1.11), on en déduit que nécessairement
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C2 est strictement négatif. Ceci montre que c) entraîne d). (Remarquons de
plus que la proposition 2.3 montre que la suite cotangente est scindée).
Soit C une courbe vériﬁant l'hypothèse d) i.e. C est non-ample et C2 < 0.
En ce cas, le morphisme t′ : OC → OC(C) est une section du ﬁbré OC(C).
Mais ce ﬁbré est de degré C2 strictement négatif et le lemme 2.6 montre que
t′ = 0. Nous avons montré que d) entraîne b).
Les quatres assertions a), b), c), d) sont donc équivalentes. 
Montrons maintenant la seconde aﬃrmation du théorème 2.4.
- Soit C ↪→ S une courbe non-ample vériﬁant C2 = 0, montrons que C
est lisse de genre > 1 et que la suite cotangente est scindée. Le morphisme :
t′ = q′ ◦ i′ : OC → OC(C)
est nécessairement non nul car nous avons montré au lemme 2.8 que t′ = 0
entraîne C2 < 0. Ce morphisme t′ peut être considéré comme une section
non nulle de l'espace Ho(C,OC(C)). Puisque le ﬁbré OC(C) est de degré
C2 = 0, le lemme 2.6 montre que OC(C) est trivial. Le morphisme :
t′ = q′ ◦ i′ : OC → OC(C) ' OC
est alors un isomorphisme ; le morphisme :
q′ : TS|C → OC(C) = OC
est donc surjectif et son noyau TC est un ﬁbré inversible. Nous pouvons donc
appliquer le théorème de Lipman 2.5 et conclure que si C est une courbe
non-ample telle que C2 = 0, alors la courbe C est lisse. De plus, la suite
suivante :
0→ TC → TS|C → OC(C) = OC → 0
est exacte et scindée par un multiple du morphisme i′ : OC → TS|C (car
t′ = q′ ◦ i′ est un isomorphisme). La suite cotangente qui est duale de cette
suite est donc scindée.
- Réciproquement, soit C une courbe lisse contenue dans la surface telle
que C2 = 0 et telle que la suite cotangente :
0→ OC(−C)→ ΩS|C → ΩC → 0
soit scindée, montrons que C est non-ample. Puisque la suite cotangente est
scindée, le ﬁbré ΩS|C est isomorphe à OC(−C)⊕ΩC . Mais ΩS|C est engendré
par restriction des sections globales de ΩS , donc l'espace Ho(C,OC(−C)) est
non nul. Le fait que le degré de OC(−C) soit nul implique alors que OC(−C)
est trivial (lemme 2.6) donc ΩS|C ' OC ⊕ ΩC admet un quotient trivial et
C est non-ample.
Ceci achève la démonstration de la partie 2) du théorème 2.4.
Montrons la troisième assertion du théorème 2.4.
Soit C lisse non-ample vériﬁant C2 > 0. La suite cotangente :
0→ OC(−C)→ ΩS|C → ΩC → 0
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ne peut être scindée car ΩS|C est engendré par ses sections globales mais le
ﬁbré OC(−C) est de degré −C2 < 0.
En prenant la suite exacte longue associée à la suite exacte :
0→ OC(−C)→ ΩS|C → ΩC → 0
on obtient :
0→ Ho(C,ΩS|C)→ Ho(C,ΩC)
car Ho(C,OC(−C)) = {0}. L'espace Ho(C,ΩC) est donc de dimension su-
périeure ou égale à celle de Ho(C,ΩS|C).
Le morphisme Ho(ΩS)⊗OC → ΩC se factorise par :
Ho(ΩS)⊗OC → Ho(C,ΩS|C)⊗OC → ΩS|C → ΩC .
Puisque C2 > 0, le lemme de Kodaira-Ramanujam-Bombieri 1.23 montre
que morphisme de restriction : Ho(ΩS)→ Ho(C,ΩS|C) est injectif. Ainsi la
dimension de l'espace Ho(C,ΩC) est supérieure ou égale à q (cela est valable
pour toute courbe lisse d'auto-intersection strictement positive).
Ceci achève la démonstration du théorème 2.4. 2
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2.3. Application à l'étude des surfaces ﬁbrées. Soit S une surface véri-
ﬁant les hypothèses 0.1 et telle qu'il existe un morphisme f : S → B surjectif
à ﬁbres connexes dans une courbe lisse B.
Soit B′ l'ouvert de B tel que la restriction f ′ de f à S′ := f−1(B′) soit
une submersion et soit ΩS′/B′ le faisceau des diﬀérentielles relatives. La suite
suivante :
0→ f ′∗ΩB′ → ΩS′ → ΩS′/B′ → 0
est une suite exacte de ﬁbrés vectoriels et si C est une ﬁbre de f ′ alors la
restriction de ΩS′/B′ à C est isomorphe au ﬁbré canonique ΩC . L'image par
f ′∗ de la suite duale :
0→ Ω∗S′/B′ → TS′ → f ′∗TB′ → 0
est la suite exacte de ﬁbrés vectoriels :
0→ f ′∗Ω∗S′/B′ → f ′∗TS′ → TB′ δ→ R1f ′∗Ω∗S′/B′
où R1f ′∗ est le premier foncteur dérivé de f ′∗. Le morphisme de connexion δ
est appelé le morphisme de Kodaira-Spencer de la ﬁbration.
Proposition 2.9. Soit f : S → B une surface ﬁbrée vériﬁant l'hypothèse
0.1 et C = Cb la ﬁbre lisse en b. Les trois propositions suivantes sont équi-
valentes :
1) La ﬁbre C est une courbe non-ample.
2) L'espace Ho(C, TS|C) est non nul.
3) Le point b est un 0 du morphisme δ.
Démonstration. Puisque C est une ﬁbre, on a : OC(−C) ' OC . La ﬁbre en
b de la suite exacte :
0→ f ′∗Ω∗S′/B′ → f ′∗TS′ → TB′ δ→ R1f ′∗Ω∗S′/B′
est :
0→ Ho(C, TC)→ Ho(C, TS|C)→ TB(b) ' C δb→ H1(C, TC).
Cette suite exacte est la suite exacte longue associée à la suite :
0→ TC → TS|C → OC → 0
(suite duale de l'application cotangente). L'espace Ho(C, TS|C) est non nul
si et seulement si le morphisme δb est nul, c'est-à-dire si et seulement si la
suite :
0→ TC → TS|C → OC → 0
est scindée. Cela est équivalent à dire que la suite cotangente est scindée.
Puisque C est lisse de genre > 1, le théorème 2.4 montre que c'est équivalent
au fait que la courbe C soit non-ample. 
On dispose ainsi d'exemples de surfaces n'ayant qu'un nombre ﬁni de
courbes non-amples d'auto-intersection nulle.
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Déﬁnition 2.10. Une surface ﬁbrée à ﬁbres connexes f : S → B est dite
isotriviale si ses ﬁbres lisses sont isomorphes.
Corollaire 2.11. Soit S une surface vériﬁant l'hypothèse 0.1 et munie d'une
ﬁbration à ﬁbres connexes f : S → B. La ﬁbration f est isotriviale si et
seulement si ses ﬁbres lisses sont non-amples.
Démonstration. Une ﬁbration f : S → B est isotriviale si et seulement
si le morphisme de connexion δ est nul (cf. [23]). Par la proposition 2.9,
le morphisme δ est nul si et seulement si les ﬁbres lisses de f sont non-
amples. 
Si f : S → B est une ﬁbration, nous avons un critère pour savoir quelles
sont les ﬁbres lisses et non-amples. La proposition suivante compléte ce cri-
tère :
Proposition 2.12. Soit f : S → B une ﬁbration et soit C1 une courbe non-
ample contenue dans une ﬁbre singulière, alors la courbe C1 est lisse et :
a) Soit C21 = 0 et il existe un entier n > 1 tel que nC1 soit une ﬁbre.
b) Soit C21 < 0 et C1 est de genre 1.
Remarquons qu'une surface S dont le ﬁbré cotangent est engendré par ses
sections globales et contenant une courbe elliptique E ↪→ S possède toujours
une ﬁbration. En eﬀet, soit ϑ : S → A un morphisme d'Albanese et soit
φ : A→ Pico(S) une polarisation, il suﬃt de regarder le composé :
S → A→ Pico(S)→ Pico(E) ' E.
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2.4. Remarques sur les conﬁgurations des courbes non-amples, borne
sur le nombre de courbes elliptiques.
2.4.1. Intersection des courbes non-amples.
Dans cette section, nous étudions les conﬁgurations formées par les courbes
non-amples. Il n'y a pas d'unité dans cette présentation.
Proposition 2.13. Soit C1, C2 deux courbes non-amples. Supposons que C1
vériﬁe : C21 > 0, en ce cas :
i) Si C22 ≥ 0 alors C1C2 > 0.
ii) Si C1C2 = 0 alors C2 est une courbe lisse de genre 1.
Démonstration. Par le théorème de l'indice de Hodge, l'égalité C1C2 = 0
entraîne que C22 est négatif ou nul.
a) Supposons C1C2 = 0 et C22 = 0, alors le théorème de Hodge entraîne que
C2 est numériquement équivalente à 0 mais cela est n'est pas possible car C2
est un diviseur eﬀectif.
b) Supposons C1C2 = 0 et C22 < 0, alors la classiﬁcation du théorème 2.4
montre que C2 est une courbe lisse de genre 1.
Nous avons donc montré que si C22 ≥ 0, alors l'intersection C1C2 est stricte-
ment positive. 
Soit :
ϑ : S → A
un morphisme d'Albanese. Supposons que S contienne une courbe elliptique
E et notons pE le sommet du cône ψ(pi−1(E)). Soit s un point de E, l'espace
tangent TE,s s'injecte dans TS,s et :
Lemme 2.14. L'espace vectoriel sous-jacent au point pE est l'espace :
pr ◦ dϑs(TE,s) ↪→ Ho(ΩS)∗
où pr : S × Ho(ΩS)∗ → Ho(ΩS)∗ est la projection sur le second facteur et
dϑs est la diﬀérentielle en s du morphisme ϑ.
En particulier l'espace pr ◦ dϑs(TE,s) est indépendant du point s ∈ E (et
du morphisme ϑ).
Démonstration. Le sommet pE est l'image par ψ de la section tE : E →
P(TS) provenant du quotient inversible trivial :
ΩS|E → ΩE ,
le lemme résulte alors de la proposition 1.9. 
Considérons maintenant E, E′ deux courbes elliptiques de S et notons pE
et pE′ les sommets des cônes ψ(pi−1(E)) et ψ(pi−1(E′)).
Proposition 2.15. Si le morphisme de Gauss est un plongement et pE 6=
pE′, alors l'intersection de E et de E
′ vaut 0 ou 1.
Si pE = pE′, alors les courbes E et E′ sont isogènes. Si de plus le morphisme
d'Albanese ϑ : S → A est un plongement alors EE′ = 0.
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Démonstration. Supposons que le morphisme de Gauss G soit un plongement
et pE 6= pE′ ; si so est un point d'intersection de E et E′, alors la droite Lso
est la droite passant par les sommets pE et pE′ . Ce point so est unique car G
est un plongement. Le lemme 2.14 montre que les espaces tangents en so des
courbes E et E′ sont distincts, l'intersection est donc transverse et EE′ = 1,
ceci montre a).
Si pE = pE′ , le lemme 2.14 montre que la courbe ϑ(E′) est translatée de la
courbe ϑ(E) dans A. Les courbes ϑ(E) et ϑ(E′) sont donc isomorphes et les
courbes E,E′ sont isogènes.
Si le morphisme d'Albanese de S est un plongement et si pE = pE′ , alors la
courbe E′ ↪→ A est translatée de E dansA et l'intersection est nécessairement
vide. 
2.4.2. Borne sur le nombre de courbes non-amples de type C2 < 0.
Nous cherchons ici une borne sur le nombre de courbes elliptiques d'une
surface S.
Corollaire 2.16. Soit S une surface minimale de dimension de Kodaira
positive ou nulle et soit E1, .., En n courbes lisses de genre 1 telles que le
diviseur Z =
∑
Ei ne possède que des points doubles ordinaires. Alors :
i=n∑
i=1
KEi ≤ 3c2[S]− c21[S] +
∑
i<j
EiEj ,
où K est un diviseur canonique de la surface.
Ce corollaire ne possède un réel intérêt que dans le cas où la surface est de
type général car alors une courbe elliptique E ↪→ S vériﬁeKE > 0. (Pour une
surface minimale de type général, une courbe irréductible C vériﬁeKC ≤ 0 si
et seulement si C est une courbe lisse rationnelle vériﬁant C2 = −2 (corollaire
2.3 de [2])).
Le corollaire 2.16 implique qu'une surface S minimale de type général et
vériﬁant :
3c2[S] = c21[S],
ne possède pas de courbes elliptiques. En particulier, si une telle surface
satisfait l'hypothèse 0.1, alors S ne contient pas de courbes non-amples E
avec E2 < 0.
Le corollaire 2.16 résulte d'un théorème de Miyaoka [16] qui généralise un
résultat de Sakaï [20] :
Théorème 2.17. (Miyaoka) Soit S′ une surface lisse et soit C un diviseur
tel que K + C soit numériquement eﬀectif. La courbe C vériﬁe :
(K + C)2 ≤ 3(c21[S]− e(C)),
où e(C) est le nombre d'Euler de C et K un diviseur canonique.
(Un diviseur D est numériquement eﬀectif si pour toute courbe C, DC ≥
0. Le théorème de Miyaoka est plus général que celui énoncé ici).
Montrons maintenant le corollaire 2.16 :
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Démonstration. Soit C =
∑n
i=1Ci la décomposition en composantes irréduc-
tibles d'un diviseur eﬀectif C ne possédant que des points doubles ordinaires.
Notons ti le nombre de points doubles ordinaires de Ci et g(Ci) le genre géo-
métrique de Ci. Le nombre d'Euler de C =
∑
Ci est égal à :
e(C) = −(
∑
i<j
CiCj +
∑
i
ti) +
∑
2− 2g(Ci)
(cf [20]). Posons Z =
∑i=n
i=1 Ei. Soit Ej ↪→ S une courbe elliptique, on a par
adjonction :
(K + Ej)Ej = KEj + E2j = 0.
De plus, nous avons supposé que la dimension de Kodaira de S est positive
ou nulle, et puisque S est minimale cela est équivalent à : le diviseur ca-
nonique K est numériquement eﬀectif (cf. [2]). Ainsi le diviseur K + Z est
numériquement eﬀectif et Z vériﬁe les hypothèses du théorème 2.17.
Pour tout i, la courbe Ei est de genre 1 et ne possède pas de points singuliers,
donc :
K2 + 2KZ +
∑
i
E2i + 2
∑
i<j
EiEj ≤ 3(c2[S]− (−
∑
i<j
EiEj)).
Or KEi + E2i = 0 et KZ =
∑
KEi =
∑
(−E2i ), donc :
K2 +KZ + 2
∑
i<j
EiEj ≤ 3(c2[S] +
∑
i<j
EiEj).
Ainsi :
KZ ≤ 3c2[S]−K2 +
∑
i<j
EiEj .

Le chapitre 4 donne un exemple d'une surface et d'une conﬁguration de
12 courbes elliptiques E1, .., E12 disjointes telles que :∑
KEi = 3c2[S]− c21[S].
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3. Surfaces contenant une infinité de courbes non-amples.
3.1. Caractérisation de l'image de l'application cotangente. Rappe-
lons que nous avons noté ∆ le sous-schéma fermé et réduit de Pq−1 formé
des points exceptionnels i.e. des points p de Pq−1 tels que la ﬁbre ψ−1p soit
de dimension 1.
Supposons que le fermé ∆ contienne une composante irréductible B de di-
mension 1. En ce cas son image inverse ψ−1B est de dimension 2. Soit S′
une composante irréductible de dimension 2 de ψ−1(B) munie de la structure
réduite. Notons pi′ et ψ′ les restrictions du morphisme de projection pi et de
l'application cotangente à S′ :
S′ ψ
′
→ B.
pi′ ↓
S
Rappelons qu'une droite de Pq−1 est dite sécante d'une courbe X ↪→ Pq−1 si
elle coupeX en au moins deux points. Une sécante deX est dite multisécante
si elle coupe cette courbe en 3 points ou plus. Si Y ↪→ Pq−1 est une seconde
courbe, une droite est dite sécante de X et de Y si elle passe par X et Y .
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème caractérisant les surfaces qui
contiennent une inﬁnité de courbes non-amples :
Théorème 3.1. Le morphisme pi′ est surjectif. Si s est un point générique
de S alors la droite Ls coupe B en do points où do est le degré de pi
′. De
plus :
1) Si le degré de pi′ vériﬁe do = 1 et si B n'est pas une droite de Pq−1, alors
le morphisme pi′ : S′ → S est un isomorphisme. Il esixte une ﬁbration de la
surface S et cette ﬁbration est isotriviale.
Le lieu des points exceptionnels ∆ est en ce cas formé de deux courbes
lisses irréductibles C ′1, C ′2 qui sont images de morphismes canoniques de deux
courbes.
L'image de l'application cotangente est la réunion des droites sécantes des
courbes C ′1 et C ′2.
2) a) Si le degré de pi′ vériﬁe do ≥ 2, alors l'image de l'application cotangente
est la variété des sécantes de B. Une courbe non-ample C ↪→ S vériﬁe en ce
cas : C2 > 0.
b) Si de plus une sécante générique de B n'est pas multisécante, alors do = 2.
Une courbe non-ample C vériﬁe en ce cas : C2 = deg G où deg G est le degré
de la restriction du morphisme de Gauss à son image T .
c) Si la courbe B est lisse, alors le cas 2) b) est vériﬁé et la surface T est
birationnelle au produit symétrique B(2).
Commençons par le lemme suivant :
Lemme 3.2. Le morphisme pi′ : S′ → S est surjectif.
Démonstration. Supposons que l'image de pi′ soit une courbe D, alors S′ est
la surface réglée pi−1D. L'application cotangente ψ est une immersion sur
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chaque ﬁbre de pi donc la courbe B = ψ(S′) est une droite projective et pour
tout point s de D, Ls = B.
L'image de la courbe D par le morphisme de Gauss est alors le point de la
grassmannienne G(2, q) représentant la droite B.
Cela est impossible car G est un morphisme ﬁni (lemme 1.10). Ainsi la di-
mension de l'image de pi′ est égale à 2 et puisque la projection pi est un
morphisme propre et S′ est un fermé, le morphisme pi′ est surjectif. 
Le degré do de pi′ est égal au nombre d'intersection dans P(TS) de S′ et
de la ﬁbre pi−1s en un point générique s de S.
Lemme 3.3. Soit s un point de la surface. La droite Ls coupe B et si s est
générique, alors Ls coupe la courbe B en do points.
Démonstration. Par le lemme 3.2, la ﬁbre pi−1s coupe S′ dans P(TS) donc
l'image de pi−1s par ψ coupe l'image de S′ par ψ, c'est-à-dire : Ls coupe B.
L'application cotangente est un plongement sur pi−1s. Cela implique que si
l'intersection de pi−1s et de S′ contient do points distincts, alors Ls coupe B
en do points distincts. 
Démonstration de la partie 1) du théorème 3.1.
Nous allons démontrer la première partie du théorème, c'est-à-dire le cas
où on suppose que le degré do de pi′ : S′ → S vaut 1.
Lemme 3.4. Si do = 1 et si B n'est pas une droite, alors le morphisme
pi′ : S′ → S est un isomorphisme et la ﬁbration de Stein associée à la ﬁbration
ψ ◦ pi′−1 : S → B est isotriviale.
Démonstration. Puisque le degré do de pi′ est égal à 1, le morphisme pi′ :
S′ → S est birationnel (cf. [15] remarque 6.21). La surface S est normale.
Le théorème principal de Zariski montre que si l'application rationnelle pi′−1
n'est pas déﬁnie en un point so de S, alors l'image inverse pi′−1so est une
courbe de S′ ↪→ P(TS).
En ce cas, la ﬁbre pi−1so est contenue dans S′. Puisque l'application cotan-
gente est un plongement sur pi−1so, on en déduit alors que B = ψ′(S′) est
égal à Lso . Mais le cas 1) suppose que B n'est pas une droite de Pq−1.
Il existe donc un morphisme t : S → S′ tel que pi′ ◦ t soit l'identité de S. Les
composantes lisses irréductibles d'une ﬁbre de ψ◦t : S → B sont des courbes
non-amples. En prenant la factorisation de Stein de ψ ◦ t, nous pouvons ap-
pliquer la proposition 2.11 et conclure que la surface S est isotriviale. 
Il nous reste à caractériser l'image de l'application cotangente. Supposons
que la courbe B ne soit pas une droite et que le degré de pi′ : S′ → S soit
égal à 1, alors :
Proposition 3.5. Le fermé ∆ est formé de deux courbes lisses irréductibles
C ′1, C ′2 qui sont images de morphismes canoniques de courbes.
L'image de ψ est la réunion des droites sécantes des courbes C ′1 et C ′2.
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Pour montrer cette proposition, nous allons nous ramener à supposer que
S est un produit de deux courbes.
Soit S une surface vériﬁant les hypothèses de la proposition 3.5. Le lemme
3.4 montre que S est isotriviale. Il existe en ce cas un morphisme à ﬁbres
connexes f : S → C ′2 dont les ﬁbres lisses sont isomorphes entre elles, notons
C1 une telle ﬁbre, alors :
Lemme 3.6. Il existe une courbe lisse C2 et un groupe G agissant algébri-
quement sur C1 et C2 tels que :
i) La surface S est birationnelle au quotient (C1 × C2)/G.
ii) La courbe C ′2 est isomorphe à C2/G.
iii ) Le diagramme suivant commute :
S − → (C1 × C2)/G
↓ ↓
C ′2 ' C2/G.
Ici le groupe G agit sur C1 × C2 composante par composante (i.e. γ.(a, b) =
(γa, γb)) et la ﬂèche verticale de droite est la projection naturelle.
Démonstration. Voir [21]. 
Soit S une surface vériﬁant l'hypothèse de la proposition 3.5 et :
C1, C2, G,C
′
1, C
′
2
possédant les propriétés du lemme 3.6.
Une singularité isolée du quotient (C1 × C2)/G se résout par des bandes
de Hirzebruch-Jung : ce sont des sommes de −2 courbes. Puisque le ﬁbré
canonique d'une surface vériﬁant l'hypothèse 0.1 est ample (remarque 1.11),
il ne peut contenir de telle courbes. Le quotient (C1 × C2)/G est donc lisse
et on peut écrire :
S = (C1 × C2)/G.
La surface isotriviale S = (C1 ×C2)/G admet deux ﬁbrations g : S → C ′1 et
f : S → C ′2, notons τ : S → C ′1 ×C ′2 le morphisme produit de g et de f . On
a :
Lemme 3.7. L'espace des sections globales du ﬁbré cotangent est :
Ho(ΩS) = τ∗(Ho(C ′1,ΩC′1)⊕Ho(C ′2,ΩC′2)).
Démonstration. Voir [21]. 
Soit ω1, ..ωg une base de Ho(C ′1,ΩC′1), ωg+1, ..ωq une base de H
o(C ′2,ΩC′2)
et so un point de S, A la variété d'Albanese, ϑ : S → A le morphisme
d'Albanese tel que ϑ(so) = 0 (so ∈ S ﬁxé). L'égalité :
ϑ(s) = (
∫ s
so
τ∗ω1, ..,
∫ s
so
τ∗ωq) = (
∫ τ(s)
τ(so)
ω1, ..,
∫ τ(s)
τ(so)
ωq)
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montre que le morphisme d'Albanese se factorise par le morphisme τ : S →
C ′1 × C ′2. Nous allons appliquer le lemme suivant aux surfaces S et S′ =
C ′1 × C ′2 :
Lemme 3.8. Soit S une surface vériﬁant l'hypothèse 0.1, notons A sa va-
riété d'Albanese et ϑ : S → A un morphisme d'Albanese. Supposons que la
surface S′ image de S par ϑ soit lisse, alors S et S′ ont la même variété
d'Albanese et Ho(S,ΩS) ' Ho(S′,ΩS′).
La surface S′ vériﬁe l'hypothèse 0.1 et par l'identiﬁcation Ho(S,ΩS) ' Ho(S′,ΩS′),
l'image de l'application cotangente de S est égale à l'image de l'application
cotangente de S′.
Démonstration. Pour le fait que S et S′ aient la même variété d'Albanese
et Ho(S,ΩS) ' Ho(S′,ΩS′) voir [3] p.85. La surface S′ étant contenue dans
A, son ﬁbré cotangent est engendré par ses sections globales (voir corollaire
1.4).
Nous avons vu au corollaire 1.5 que l'image de l'application cotangente de
S est réunion des droites projectives Ls correspondant aux plans vectoriels
TS,s ↪→ Ho(S,ΩS). Mais l'injection TS,s ↪→ Ho(S,ΩS) se factorise par :
TS,s → TS′,ϑ(s) → Ho(S,ΩS) = Ho(S′,ΩS′).
Ceci montre deux points :
a) La surface S′ est de type général car le morphisme de Gauss de S est ﬁni
et se factorise par le morphisme de Gauss de S′ (donc S′ vériﬁe l'hypothèse
0.1),
b) L'image de l'application cotangente de S est la même que celle de S′ (cf.
corollaire 1.5). 
Le lemme 3.8 implique donc que :
Corollaire 3.9. Par l'identiﬁcation Ho(S,ΩS) ' Ho(C ′1 ×C ′2,ΩC′1×C′2), les
applications cotangentes de S et du produit C ′1 × C ′2 ont la même image.
Pour terminer la démonstration de la proposition 3.5, il nous reste à com-
prendre quelle est l'image de l'application cotangente d'une surface isotriviale
S = C1 × C2/G quand G = {1} est le groupe trivial. Puisque S est de type
général, ces deux courbes sont de genres respectifs g1, g2 supérieurs ou égaux
à 2. Pour être complet, donnons la réciproque :
Lemme 3.10. Soit C1, C2 de genre g1 > 1 et g2 > 1, alors la surface C1×C2
vériﬁe l'hypothèse 0.1 et ses nombres de Chern vériﬁent :
c21[S] = 8(g1 − 1)(g2 − 1)
c2[S] = 4(g1 − 1)(g2 − 1)
Démonstration. Voir [3]. 
Soit donc S = C1 × C2 avec C1, C2 de genre g1 > 1 et g2 > 1. Notons
pii : S → Ci, i ∈ {1, 2} les projections respectives, le ﬁbré cotangent vériﬁe :
ΩS = pi∗1ΩC1 ⊕ pi∗2ΩC2 ,
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et l'espace des sections globalesHo(ΩS) s'identiﬁe àHo(C,ΩC1)⊕Ho(C2,ΩC2).
La surface S = C1 × C2 est d'irrégularité g1 + g2 > 3.
Pour i ∈ {1, 2}, notons φi : Ci → Pg1+g2−1 le composé du morphisme cano-
nique :
Ci → P(Ho(Ci,ΩCi)∗)
avec le plongement naturel :
P(Ho(Ci,ΩCi)
∗) ↪→ P(Ho(C1,ΩC1)∗ ⊕Ho(C2,ΩC2)∗) = Pg1+g2−1.
Notons de plus C ′i l'image du morphisme φi. La proposition suivante carac-
térise l'image de l'application cotangente de S :
Proposition 3.11. Soit s = (p1, p2) un point de la surface S = C1×C2. La
droite Ls passe par les points φ1(p1) et φ2(p2) ; les courbes lisses C ′1 et C ′2
forment l'ensemble des points exceptionnels.
Démonstration. Le ﬁbré cotangent de S vériﬁe :
ΩS = pi∗1ΩC1 ⊕ pi∗2ΩC2 .
Soit p1 un point de C1, notons jp1 : C2 ↪→ S le plongement jp1(p) = (p1, p),
alors :
j∗p1ΩS = (ΩC1,p1/MC1,p1ΩC1,p1 ⊗OC2)⊕ ΩC2 .
Soit s1 : C1 → P(TS) le morphisme correspondant au quotient inversible
trivial :
q1 : j∗p1ΩS → ΩC1,p1/MC1,p1ΩC1,p1 ⊗OC2
L'image de ψ ◦ s1 est le point φ1(p1).
Soit s2 : C2 → P(TS) le morphisme correspondant au quotient :
q2 : j∗p1ΩS → ΩC2 .
L'image de ψ ◦ s2 est la courbe C ′2. Pour tout point s de jp1(C2) = pi∗1p1, la
droite Ls passe par le point φ1(p1) et coupe la courbe C ′2. Ainsi ψ∗pi∗jp1(C2)
est le cône de base C ′2 et de sommet φ1(p1).
La démonstration est la même pour les courbes pi∗2p, p ∈ C2. 
La première partie du théorème 3.5 est donc démontrée.
Démonstration de la partie 2) du théorème 3.1.
Supposons maintenant que le degré du morphisme pi′ : S′ → S soit supérieur
ou égal à 2.
Soit s un point générique de S. Par le lemme 3.3, la droite Ls passe par
au moins deux points de B et il y a trois possibilités :
i) L'intersection de Ls et de B se fait en deux points variables de B.
ii) L'intersection de Ls et de B se fait en un point variable de B et un point
ﬁxe bo.
iii) L'intersection de Ls et de B se fait en deux points ﬁxes de B.
Le cas ii) est exclu car alors ψ aurait une ﬁbre de dimension 2 en bo, ce
qui contredirait le lemme 1.14. Le cas iii) est exclu car alors l'image de
l'application cotangente serait une droite.
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Ceci montre que l'image de ψ est la variété développée par les sécantes de
B. Puisque l'image de ψ est non-dégénérée, la courbe B est non-dégénérée
dans Pq−1. Les ﬁbres de pi′ sont donc ﬁnies car si S′ contenait une ﬁbre
pi−1so, alors B serait une droite et l'image de l'application cotangente serait
dégénérée dans Pq−1.
Soit b un point de B, la courbe Cb = pi(ψ−1b) est une courbe non-ample. Si b
et b′ sont deux points de B, alors Cb et Cb′ sont numériquement équivalents
et C2b = CbCb′ . Mais l'intersection CbCb′ est le nombre de points s tels que
la droite Ls passe par les points b et b′, ainsi C2b > 0 ; ceci montre 2) a).
Si une sécante générique de B n'est pas multisécante, alors do = 2 (cf. lemme
3.3). En ce cas une sécante générique L est repérée de manière unique par
les deux points b, b′ de l'intersection de L et B, et le cardinal des droites Ls
telles que Ls = L est égal à deg G (voir les diagrammes du paragraphe 1.3.1).
Ainsi :
C2b = deg G.
Ceci termine la démonstration de 2)b).
Lemme 3.12. Soit n ∈ N∗ et soit X une courbe lisse non-dégénérée de Pn,
si une sécante générique de X est une multisécante, alors n ≤ 2.
Démonstration. Supposons que n soit supérieur ou égal à 3. Une courbe lisse
de Pn peut être plongée dans P3 par des projection successives (cf. [11] IV
proposition 3.5). Ces projections respectent l'alignement et on peut donc
supposer n = 3. La proposition 3.8 de [11] montre que si X est une courbe
lisse de P3 dont toutes les sécantes sont multisécantes, alors il existe un point
A tel que les droites tangentes :
TX,x ↪→ P3, x ∈ X
se coupent en ce point A.
Le théorème de Samuel IV 3.9 [11] montre que si X est une courbe lisse de Pn
telle que toutes les tangentes passent par le même point A, alors X est une
droite ou une conique en caractéristique 2. Cela montre donc : n ≤ 2. 
Si B est lisse, le lemme 3.12 montre qu'une sécante générique n'est pas
multisécante, d'où l'aﬃrmation 2)c).
Ceci termine la démonstration du théorème 3.1 2.
Remarques :
Le cas d'une inﬁnité de courbes non-amples vériﬁant C2 = 0 est relati-
vement bien compris : si l'ensemble des points exceptionnels n'est pas une
droite, alors S est isotriviale et les courbes non-amples sont des ﬁbres.
Une meilleure caractérisation du cas d'une surface ayant une inﬁnité de
courbes non-amples de type C2 > 0 est cependant souhaitable.
Supposons par exemple que la courbe B soit lisse, alors le morphisme de
Gauss se factorise par B(2) le produit symétrique de B qui est la surface
normalisée de G(S).
Si la surface S′ est lisse, alors le lieu de branchement de pi′ : S′ → S est formé
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des points s tels que la droite Ls soit une droite tangente de B. Il existe en
ce cas une involution σ : S′ → S′ telle que pi′ ◦ σ = pi′.
Notons τ : S′ → B ×B le morphisme produit :
τ = (ψ′, ψ′ ◦ σ).
Géométriquement, τ est le morphisme qui à t ∈ S′ associe le couple ordonné
(b1, b2) tel que b1 et b2 soient à l'intersection de Lpi(t) et de B.
Soit b un point de B et soit C1 la ﬁbre en b de ψ′, C2 la ﬁbre en b de ψ′ ◦ σ,
alors deg τ = deg G = C1C2 et la courbe non-ample pi′(C1) vériﬁe :
pi′(C1) = pi′∗(C1) = pi
′
∗(C2).
On peut de plus vériﬁer que :
pi′(C1)2 = deg G.
Si B est de genre > 3 et non hyperelliptique alors B(2) vériﬁe l'hypothèse 0.1
et possède une inﬁnité de courbes non-amples (cf. proposition 3.15 à venir).
On peut considérer le diagramme commutatif suivant :
S′ → B ×B
↓ ↓
S → B(2).
Les surfaces S, B×B et B(2) vériﬁent alors l'hypothèse 0.1 et possèdent une
inﬁnité de courbes non-amples. On peut donc se demander si la ﬁbration
ψ′ : S′ → B n'est pas elle-même isotriviale.
Cette discussion nous mène à l'hypothèse suivante :
Hypothèse 3.13. Soit S une surface vériﬁant l'hypothèse 0.1 et possèdant
une inﬁnité de courbes non-amples, alors il existe deux courbes C1, C2 et un
groupe d'automorphismes de C1×C2 agissant sans points ﬁxes isolés tels que
S soit isomorphe au quotient C1 × C2/G.
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3.2. Compléments du cas d'une surface produit de deux courbes.
Nous pouvons étudier le degré de l'application cotangente dans le cas d'un
produit de deux courbes :
Proposition 3.14. Soit C1, C2 deux courbes de genres respectifs g1, g2 su-
périeur ou égaux à 2, soit d le degré de l'image F de l'application cotangente
de la surface C1 × C2, alors :
a) Si aucune des courbes Ci, i ∈ {1, 2} n'est hyperelliptique, alors :
d = 4(g1 − 1)(g2 − 1).
b) Si une des courbes Ci, i ∈ {1, 2} est hyperelliptique, alors :
d = 2(g1 − 1)(g2 − 1).
c) Si les deux courbes Ci, i ∈ {1, 2} sont hyperelliptiques, alors :
d = (g1 − 1)(g2 − 1).
De plus, suivant les cas a), b) et c), le degré de l'application cotangente est
respectivement 1, 2 et 4.
Démonstration. Soit i ∈ {1, 2}, notons ki le degré de C ′i. Si la courbe Ci est
hyperelliptique alors ki = gi − 1, sinon ki = 2(gi − 1) (cf. [11]).
Soit (ω1, ω2) ∈ Ho(C1,ΩC1)×Ho(C2,ΩC2) deux formes génériques. L'inter-
section de F avec l'hyperplan H1 = {ω1 = 0} est une surface formée des k1
cônes reliant k1 points de C ′1 aux points de C ′2.
L'intersection de H1F avec l'hyperplan H2 = {ω2 = 0} est formée des droites
reliant k1 points de C1 à k2 points de C2 et est de degré k1k2.
Pour le degré de l'application cotangente, on utilise la proposition 1.18 :
degF degψ = c21[S]− c2[S],
et les égalités c21[S] = 8(g1 − 1)(g2 − 1), c2[S] = 4(g1 − 1)(g2 − 1). 
Exemples :
Si g1 = g2 = 2, les courbes C ′1 et C ′2 qui forment l'ensemble des points
exceptionnels sont des droites projectives, F = P3 et ψ est de degré 4 (c'est
également le degré du morphisme de Gauss).
Si g1 = 2 et g2 = 3, F est une hypersurface quadrique ou quartique de P4
suivant que C2 est hyperelliptique ou non.
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3.3. Exemple du produit symétrique. Soit C une courbe non hyperel-
liptique de genre g > 3. L'involution :
τ : (P1, P2)→ (P2, P1)
agit sur la surface C2. Notons S = C(2) la surface quotient et η : C × C →
C(2) le morphisme quotient.
La surface C(2) paramètre les diviseurs eﬀectifs de degré 2. Si (P1, P2) est un
point de C × C, on notera P1 + P2 le point η(P1, P2).
La surface S est lisse et il existe un isomorphisme naturel :˜: Ho(C,ΩC) → Ho(S,ΩS)
ω → ω˜
appelé morphisme trace. Cet isomorphisme nous permet d'identiﬁer les deux
espaces Ho(ΩS) et Ho(C,ΩC) ainsi que les espaces projectifs :
P(Ho(ΩS)∗),
et :
P(Ho(C,ΩC)∗).
Puisque la courbe C n'est pas hyperelliptique, le morphisme canonique :
φ : C → Pg−1 = P(Ho(ΩS)∗)
est un plongement.
Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :
Proposition 3.15. Soit C une courbe lisse non-hyperelliptique de genre g >
3, alors la surface S = C(2) vériﬁe l'hypothèse 0.1.
Pour tout point P de C, la courbe P + C ↪→ C(2) est une courbe non-ample
et vériﬁe (P + C)2 = 1.
L'image de l'application cotangente est la variété des sécantes de C ↪→ Pg−1.
Notons pi1 : C2 → C et pi2 : C2 → C les morphismes de projections sur le
premier et le second facteur.
L'isomorphisme trace˜: Ho(C,ΩC)→ Ho(S,ΩS) va nous servir à déterminer
l'image par le morphisme de Gauss d'un point de la surface. Nous avons vu à
la déﬁnition 1.8 du morphisme de Gauss que le point G(s) ∈ G(2,Ho(S,ΩS)∗)
représente l'espace vectoriel des formes h ∈ Ho(ΩS)∗ nulles sur l'espace
Ho(S,MsΩS). On s'intéresse donc à ce dernier espace.
Soit P1, P2 deux points de C, notons :
Ho(C,ΩC(−P1 − P2)) ⊂ Ho(C,ΩC)
l'espace des formes diﬀérentielles holomorphes de C nulles en P1 et en P2
(avec multiplicité 2 si P1 = P2).
Lemme 3.16. Soit s = P1 + P2 un point de S, l'image par l'isomorphisme
trace de l'espace Ho(C,ΩC(−P1 − P2)) est Ho(S,MsΩS).
Soit ϑ : C(2) → J(C) un morphisme d'Albanese.
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Lemme 3.17. Le morphisme d'Albanese ϑ est un plongement et la surface
S est minimale. Le ﬁbré cotangent ΩS est engendré par ses sections globales.
Les classes de Chern c1, c2 de la surface vériﬁent les propriétés numériques
suivantes :
Lemme 3.18. Les invariants numériques de S = C(2) sont :
c21[S] = (g − 1)(4g − 9),
c2[S] = (g − 1)(2g − 3),
pg =
g(g−1)
2 .
Démonstration. Pour les lemmes 3.16, 3.17 voir [1]. Le lemme 3.18 résulte
des lemmes 3.16, 3.17 et de [3] lemme VI. 11. 
Supposons que C soit non-hyperelliptique de genre supérieur ou égal à 4.
Corollaire 3.19. La surface S = C(2) vériﬁe l'hypothèse 0.1 et :
degψ degF = 2(g − 1)(g − 3),
où degψ est le degré de l'application cotangente et degF celui de son image.
Démonstration. On sait que le ﬁbré cotangent ΩS est engendré par l'espace
de ses sections globales (cf. 3.17) et que S est minimale. Puisque q = g > 3,
on a c21 > 0 et c2 > 4 (cf. lemme 3.18), la surface est donc de type général et
vériﬁe l'hypothèse 0.1.
Le résultat sur le degré est l'application de la proposition 1.18. 
Rappelons que si s est point de S, Ls est l'image par l'application ψ de
pi−1s, c'est également la droite correspondant au point G(s). Soit :
φ : C → P(Ho(C,ΩC)∗) = P(Ho(ΩS)∗)
le plongement canonique de C. Le corollaire suivant complète la démonstra-
tion de la proposition 3.15 :
Corollaire 3.20. Soit s = P1 +P2 ∈ C(2) avec P1 6= P2. La droite Ls est la
droite passant par les points φ(P1) et φ(P2).
Si P est un point de C, la courbe P + C ↪→ C(2) est une courbe non-ample
de l'application cotangente ψ. Cette courbe vériﬁe :
(P + C)2 = 1.
L'image de l'application cotangente est la variété des sécantes du plongement
canonique de C dans P(Ho(C,ΩC)∗) ' P(Ho(ΩS)∗).
Les points de la courbe C ↪→ Pg−1 sont des points exceptionnels.
Démonstration. Nous identiﬁons ici les espaces Ho(ΩS) et Ho(C,ΩC). Pour
un sous-espace vectoriel H ⊂ Ho(ΩS), nous noterons H⊥ l'ensemble des
formes linéaires h ∈ Ho(ΩS)∗ nulles sur H. Soit P un point de C, on notera :
Ho(ΩC(−P ))
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l'espace Ho(C,ΩC(−P )). Le point φ(P ) ∈ Pg−1 représente l'espace :
Ho(ΩC(−P ))⊥.
Soit P1 6= P2 deux points de C et s = P1 + P2. On a :
Ho(ΩC(−P1))⊥ ⊕Ho(ΩC(−P2))⊥ = [Ho(ΩC(−P1)) ∩Ho(ΩC(−P2))]⊥
= Ho(C,ωC(−P1 − P2))⊥.
Or G(P1 + P2) est le point de la grassmannienne G(2, g) qui représente l'es-
pace :
Ho(S,MsΩS)⊥ = Ho(C,ωC(−P1 − P2))⊥.
La droite Ls passe donc par les points φ(P1) et φ(P2) d'où la première aﬃr-
mation.
Soit P ∈ C, pour tout élément s de P + C, la droite Ls (correspondant
au point G(s)) passe par φ(P ). Le point φ(P ) est donc sommet d'un cône et
P + C est une courbe non-ample.
Soit Q 6= P deux points de C, les diviseurs P +C et Q+C sont numérique-
ment équivalents et (P + C)(Q+ C) = 1 donc (P + C)2 = 1. 
Remarques.
Une courbe possède un système gnd si (par déﬁnition) il existe un système
linéaire de degré d et de dimension n. Pour montrer que la surface S vériﬁe
l'hypothèse 0.1, nous avons utilisé le fait que C n'est pas hyperelliptique,
c'est-à-dire que C ne possède pas de système g12.
- Par la même méthode qu'au lemme 3.16 et au corollaire 3.17, on peut
montrer les deux propositions suivantes (si C n'est pas hyperelliptique) :
a) Le morphisme de Gauss est de degré générique 1, il est injectif si et
seulement si C ne possède pas de système g13 (si C est trigonale i.e. si C
possède un g13, alors il existe des droites de Pg−1 qui coupent C ↪→ Pg−1 en
trois points).
b) Le morphisme de Gauss est une immersion fermée si et seulement si il
est injectif et si de plus la courbe C ↪→ Pg−1 ne possède pas de droites
bitangentes (c'est par exemple le cas si C ne possède pas de système g14).
- Si g = 4, une courbe C générique possède deux g13 et est intersection
d'une quadrique lisse Q et d'une cubique dans P3 ([11] p. 346). La variété
F = P3 est de degré 1. La surface obtenue par la réunion des droites tri-
sécantes à C est la quadrique Q. Le degré de l'application cotangente est
c21[S]− c2[S] = 6.
Si g = 5, alors la courbe C possède un g14 et F est une hypersurface de
P4. Si C est intersection complète de 3 quadriques, C n'est pas trigonale.
Si C est trigonale, le système g13 est unique et la réunion des droites trisé-
cantes de C est une surface cubique V ⊂ P4 ([11] p. 348).
On a alors : c21[S] = 44, c2[S] = 28 et degψ degF = c
2
1[S]− c2[S] = 16.
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4. Exemple des surfaces de Fano.
4.1. Fibres de l'application cotangente et courbes non-amples des
surfaces de Fano.
4.1.1. Présentation des surfaces de Fano.
La principale référence sur les surfaces de Fano est le travail de H. Clemens
et P. Griﬃths [6]. Une surface de Fano S est une surface vériﬁant l'hypothèse
0.1, d'irrégularité q = 5 et dont l'image de l'application cotangente est une
hypersurface cubique lisse F ↪→ P4. Ce qui caractérise la surface S est le
fait qu'elle soit le schéma de Hilbert des droites contenues dans F et que
(P(TS), pi, ψ) en soit la famille universelle. Les nombres de Chern de S sont :
c21[S] = 45, c2[S] = 27
et puisque F est une cubique, la proposition 1.18 montre que ψ est de degré
6 = c
2
1[S]−c2[S]
3 (six droites passent par un point générique de F ).
Soit s un point de S, notons Cs le diviseur d'incidence :
Cs = {t/Lt ∩ Ls 6= ∅}.
Le diviseur Cs est ample et vériﬁe C2s = 5. Un diviseur canonique de S est
numériquement équivalent à 3Cs (s point de S).
Soit ϑ : S → A un morphisme d'Albanese. C'est un plongement et le
diviseur réduit Θ image de S × S par le morphisme :
(s1, s2)→ ϑ(s1)− ϑ(s2)
est une polarisation principale de A ([6], theorem 13.4).
Notons c1(D) la classe de Chern d'un diviseur D de la variété A.
Proposition 4.1. La classe ϑ∗(c1(Θ)) est égale à la première classe de
Chern du diviseur 2Cs (s point de S). Soit D et D′ deux diviseurs de A,
alors :
ϑ∗(c1(D))ϑ∗(c1(D′)) =
∫
A
1
3!
∧3 c1(Θ) ∧ c1(D) ∧ c1(D).
Démonstration. La classe de cohomologie de ϑ(S) est égale à 13!Θ
3 ([6], pro-
position 13.1). 
Un automorphisme τ de la surface induit un automorphisme τ ′ ∈ Aut(A)
de la variété d'Albanese A tel que le diagramme suivant :
S
ϑ→ A
↓ τ ↓ τ ′
S
ϑ→ A
soit commutatif. Soit (s1, s2) un point de S × S, alors :
τ ′(ϑ(s1)− ϑ(s2)) = ϑ(τ(s1))− ϑ(τ(s2)),
donc :
Lemme 4.2. L'automorphisme τ ′ préserve la polarisation : τ ′∗Θ = Θ.
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4.1.2. Fibres de l'application cotangente et courbes non-amples.
Dans ce qui suit, F ↪→ P4 est une cubique lisse et S désigne sa surface de
Fano. On identiﬁera la cubique F avec l'image de l'application cotangente
de la surface S.
La proposition suivante caractérise les courbes non-amples des surfaces de
Fano :
Proposition 4.3. Une courbe E ↪→ S est non-ample si et seulement si elle
est lisse de genre 1. En ce cas, elle vériﬁe : E2 = −3 et CsE = 1 (s ∈ S).
Construisons un modèle plan Sp de la ﬁbre en un point p ∈ F de l'appli-
cation cotangente.
Notons x1, .., x5 ∈ Ho(ΩS) des coordonnées homogènes de P4 = P(Ho(ΩS)∗).
Soit p un point de la cubique, on peut supposer que p = (1 : 0 : 0 : 0 : 0).
Une équation f de la cubique s'écrit en ce cas :
f = x21l(x2, x3, x4, x5) + x1G2(x2, x3, x4, x5) +G3(x2, x3, x4, x5),
où l, G2, G3 sont des formes de degrés respectifs 1, 2, 3. Quitte à eﬀectuer un
changement de variables, on peut supposer :
l = x2.
Soit q = (x1 : .. : x5) un point distinct de p, la droite passant par p et q est
contenue dans la cubique si et seulement si la forme :
f(a+ bx1, bx2, .., bx5)
est nulle identiquement en a, b, c'est-à-dire, si et seulement si :
f(x1, .., x5) = 2x1x2 +G2(x2, x3, x4, x5) = x2 = 0,
ou encore, si et seulement si :
x2 = 0, G2 = 0, G3 = 0.
L'hyperplan x1 = 0 ne contient pas p et chaque droite passant par p coupe
cet hyperplan en un unique point. L'intersection des trois hypersurfaces x2 =
0, G2 = 0, G3 = 0 avec l'hyperplan x1 = 0 forme alors un modèle plan :
Sp
du schéma ψ−1(p) des droites passant par p.
Lemme 4.4. Soit p un sommet de cône contenu dans F . Le modèle Sp est
une cubique plane lisse et il existe une équation de la cubique F ↪→ P4 de la
forme :
f = x21x2 +G3(x2, x3, x4, x5).
L'hyperplan tangent à F en p est : {x2 = 0} et l'intersection de la cubique
et de cet hyperplan est égale au cône.
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Démonstration. Notons g2, g3 les formes g2 = G2(0, x3, x4, x5) et g3 = G3(0, x3, x4, x5).
Le schéma Sp est intersection de g2 = 0 et de g3 = 0 dans le plan {x1 =
x2 = 0}.
Si les deux formes sont nulles, alors F contient un plan (de degré 1).
Supposons que g2 et g3 aient un facteur commun. Si ce facteur est linéaire,
alors F contient un plan (de degré 1). Si ce facteur est quadratique, alors le
cône des droites passant par p est de degré 2.
Ces trois cas sont impossibles car Pic(F ) est le Z-module libre engendré par
la classe d'une section hyperplane H et cette section est de degré 3. Donc
g2 = 0 et le cône formé des droites passant par p est une section hyperplane.
Puisque G2(0, x3, x4, x5) = 0, il existe ` = `(x2, x3, x4, x5) telle que :
G2(x2, x3, x4, x5) = x2`.
Une équation f de la cubique s'écrit :
f = x21x2 + x1x2l(x2, x3, x4, x4) +G3(x2, x3, x4, x5).
Le changement de variables x1 → x1 + l2 permet de supposer l = 0.
Pour cette équation, l'hyperplan tangent à F en p est {x2 = 0} et le modèle
Sp est la cubique plane d'équation :
G3(x2, x3, x4, x5) = x1 = x2 = 0.
Supposons qu'il existe un point (x3, x4, x5) qui soit une singularité de Sp :
G3(0, x3, x4, x5) = 0. Alors pour tout x1 et k ∈ {1, 3, 4, 5} :
f(x1, 0, x3, x4, x5) =
df
dxk
(x1, 0, x3, x4, x5) = 0.
Prenons x1 tel que :
df
dx2
(x1, 0, x3, x4, x5) = 0,
alors le point (x1, 0, x3, x4, x5) est un point singulier de la cubique F : ce qui
est impossible. Donc Sp est une cubique lisse du plan x1 = x2 = 0. 
Terminons la démonstration de la proposition 4.3.
Démonstration. Soit E ↪→ S la courbe lisse de genre 1 qui paramètre les
droites du cône de sommet p. Montrons que la courbe E vériﬁe E2 = −3. Soit
TF,p l'hyperplan projectif tangent à F en p. Le degré du cône ψ∗pi∗E = TF,pF
est 3 donc, par la proposition 1.21, KE = 3. Or :
E2 +KE = 2g(E)− 2 = 0,
et on obtient : E2 = −3.
Soit K un diviseur canonique et soit s un point de S. Le diviseur K est
numériquement équivalent à 3Cs, puisque KE = 3, on en déduit que CsE =
1.
Pour terminer, remarquons que si E′ ↪→ S est une courbe elliptique, on a
vu (théorème 2.4) que E′ est non-ample et que ψ∗pi∗E′ est un cône contenu
dans la cubique. 
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Remarque 4.5. Le lemme 4.4 montre que si la cubique possède un cône,
alors il existe une équation de F de la forme :
x21x2 +G3(x2, x3, x4, x5) = 0.
Cette équation fait clairement apparaitre un automorphisme dont l'interpré-
tation géométrique est la suivante :
Soit p un point de F ﬁxé et soit q un point générique de F . La droite Lq
passant par p et q découpe la cubique en un troisième point :
FLq = p+ q + tp(q).
Cela déﬁnit une application birationnelle tp : F → F qui est une involution.
Il est simple de voir que cette application birationnelle est un morphisme si
et seulement si p est le sommet d'un cône.
Ces applications birationnelles existent plus généralement pour toute hyper-
surface cubique. Le groupe engendré par les applications birationnelles d'une
surface cubique a été étudié par Y. Manin.
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4.2. Ramiﬁcation de l'application cotangente, borne sur le nombre
de courbes non-amples de la surface de Fano. Le corollaire 1.25 montre
que le diviseur de ramiﬁcation R de l'application cotangente s'écrit1 :
R = ψ∗Σ,
où Σ est un diviseur linéairement équivalent à 2K (avec K un diviseur cano-
nique de la surface de Fano). Géométriquement, le diviseur Σ paramètre les
points s tels qu'il existe un plan tangent à F le long de Ls, c'est-à-dire un
plan X contenu dans tous les hyperplans tangents à F en p ∈ Ls [6]. (Pour
un tel point s et plan X, l'intersection FX se décompose alors de la manière
suivante :
FX = 2Ls + L′
où L′ est la droite résiduelle dans le plan X).
Soit E ↪→ S est une courbe lisse de genre 1 plongée dans la surface. Le
diviseur pi∗E est contenu dans le diviseur de ramiﬁcation de l'application
cotangente car ψ contracte en un point la section sE : E → P(TS) corres-
pondante au quotient trivial ΩS|E → ΩE .
Proposition 4.6. La surface de Fano S contient au plus 30 courbes lisses
de genre 1.
Si la surface S contient 30 telles courbes, alors la somme de ces diviseurs est
le diviseur bicanonique Σ.
Démonstration. Le diviseur de ramiﬁcation pi∗Σ de ψ contient les surfaces
réglées au-dessus des courbes elliptiques contenues dans S.
Soit D le diviseur somme des courbes elliptiques, D′ le diviseur résiduel de
D dans Σ : D +D′ = Σ et soit E une courbe elliptique. Par la proposition
4.3, CsE = 1 (où s un point de S) et le nombre de courbes elliptiques de
la surface de Fano est donc égal à CsD. Puisque le diviseur Cs est ample et
D′ est eﬀectif, l'intersection CsD′ est positive ou nulle, et donc le nombre de
courbes elliptiques est inférieur ou égal à :
CsD + CsD′ = CsΣ = 6C2s = 30.
Si S contient 30 courbes lisses de genre 1, alors nécessairement D = Σ. 
Nous allons voir un exemple d'une surface de Fano possédant eﬀectivement
30 courbes elliptiques (cette propriété suﬃt à la caractériser de manière
unique).
1Signalons le caractère artiﬁciel de notre démonstration : cette propriété est démontrée
en [6] pour ensuite montrer que l'image de l'application cotangente est isomorphe à une
cubique.
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4.3. Fibrations, automorphismes et courbes non-amples de S. Soit
E ↪→ S une courbe lisse de genre 1 contenue dans la surface de Fano, notons
p le sommet du cône ψ∗pi∗E. Nous conviendrons ici que TF,p ↪→ P4 est l'hy-
perplan projectif tangent à F en p. Rappelons (lemme 4.4) que l'intersection
de l'hyperplan tangent à F en p et de la cubique est égale au cône :
FTF,p = ψ∗pi∗E.
Soit s un point générique de la surface de Fano. Le plan Xs contenant le
point p et la droite Ls découpe la cubique F en trois droites :
1) la droite Ls,
2) la droite LγE(s) (contenue dans le cône) passant par le sommet p et par le
point intersection de Ls et de l'hyperplan TF,p,
3) la droite résiduelle LσE(s) telle que :
XsF = Ls + LγE(s) + LσE(s).
Nous avons ainsi déﬁni deux applications rationnelles :
γE : S → E, σE : S → S.
L'application γE est un morphisme car E est une variété abélienne. L'appli-
cation σE est birationnelle d'ordre 2, c'est de plus un morphisme car S est
plongée dans sa variété d'Albanese (cf. [6]).
Soit t un point de la surface S et :
Ct = {s/Lt ∩ Ls 6= ∅}
le diviseur d'incidence. Soit s, t deux points de la courbe E ↪→ S. La droite
Ls coupe la droite Lt au sommet du cône ψ∗pi∗E : le point s est donc contenu
dans le diviseur Ct et il existe un diviseur eﬀectif Ft tel que :
Ct = E + Ft.
Théorème 4.7. Soit t un point de E ↪→ S, le diviseur Ft est la ﬁbre en t
de la ﬁbration γE : S → E. Les ﬁbres de γE sont de genre 7.
La ﬁbration γE est invariante par σE et sa restriction à E est de degré 4.
Si E′ ↪→ S est une seconde courbe lisse de genre 1, alors le nombre d'inter-
section EE′ vaut 0 ou 1.
Si EE′ = 1, alors la ﬁbration γE contracte E′ en un point.
Si EE′ = 0, alors E′ est une section de γE.
Démonstration. Soit t un point de E ↪→ S. Si s est un point générique du
diviseur Ft, la droite Ls coupe la droite Lt contenue dans le cône donc par
déﬁnition de γE , le point γE(s) est égal à t. Le point s est un point de la ﬁbre
en t et Ft est une composante de la ﬁbre γ∗Et. Réciproquement, le diviseur
Ft vériﬁe :
F 2t = (Ct − E)2 = 5− 2 + (−3) = 0
Le diviseur Ft est donc la ﬁbre de γE en t.
Un diviseur canonique K est numériquement équivalent à 3Ct, donc KFt =
K(Ct−E) = 12. Puisque le diviseur Ft est une ﬁbre, on a : F 2t = 0 et Ft est
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de genre 12+02 + 1.
Soit s un point générique de S. Le plan Xs est égal au plan XσE(s) donc
γE(s) = γEσEs.
Soit Ft la ﬁbre en t de γE , on a : Ft = Ct−E. Soit E′ une courbe elliptique
de S, alors :
FtE
′ = (Ct − E)E′ = 1− EE′.
Si E′ = E, cette égalité montre que γE est de degré 4 sur E.
Supposons que E′ soit une courbe elliptique distincte de E. Puisque Ft est
une ﬁbre, l'intersection FtE′ est positive ou nulle, donc :
1− EE′ ≥ 0.
De plus, le nombre d'intersection EE′ est positif ou nul, ainsi : 0 ≤ EE′ ≤ 1.
Si EE′ = 1, alors FtE = 0 et la courbe E est contenue dans une ﬁbre. Si
EE′ = 0, alors FtE′ = 1 et la courbe elliptique E′ est une section. 
Remarquons que le morphisme de Gauss de S est un plongement et que
les deux sommets de ψ∗pi∗E et ψ∗pi∗E′ sont distincts (cf. lemme 4.4). On
aurait donc aussi pu utiliser le lemme 2.15 pour montrer que EE′ égal 0 ou
1.
Enoncés des résultats sur la classiﬁcation des courbes non-amples des sur-
faces de Fano.
Si E est une courbe elliptique d'une surface de Fano S, nous avons vu com-
ment lui attacher un automorphisme σE . Notons E l'ensemble des courbes
lisses de genre 1 de S. Le groupe engendré par les automorphismes :
σE , E ∈ E
permet de classiﬁer les surfaces de Fano suivant la conﬁguration formée par
les courbes lisses de genre 1. Nous présentons ici les résultats qui seront
traités dans un travail en préparation.
Proposition 4.8. Soit E,E′ deux courbes elliptiques. Les automorphismes
σE et σE′ vériﬁent :
(σEσE′)3−EE
′
= 1S
où 1S est l'identité de S.
Notons Aut(S) le groupe d'automorphisme de S. Ce groupe agit sur l'es-
pace Ho(ΩS), soit :
Aut(S) → GL(Ho(ΩS)∗)
τ → Mτ
la représentation duale, et soit q : GL(Ho(ΩS)∗) → PGL(Ho(ΩS)∗) le quo-
tient naturel.
Lemme 4.9. Le morphisme τ ∈ Aut(S) → q(Mτ ) est injectif et son image
est le groupe Aut(F ) des automorphismes de la cubique F ↪→ P4.
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Démonstration. (Résumé de la démonstration). Pour démontrer ce lemme,
on se sert principalement du corollaire 1.5 et du fait que le morphisme
Mτ , (τ ∈ Aut(S)) est la représentation analytique d'un automorphisme de
la variété d'Albanese de S. 
Lemme 4.10. Pour tout E ∈ E, le morphisme −MσE est une réﬂexion.
Notons M ′S ⊂ GL(Ho(ΩS)∗) le groupe engendré par les réﬂexions :
−MσE , E ∈ E .
Soit n > 0 un entier, notons Σn ⊂ GLn(C) le groupe des matrices de per-
mutations et A(3, 3, n) ⊂ GLn(C) le groupe des matrices diagonales, de
déterminant 1 et d'ordre 3. Notons de plus G(3, 3, n) le groupe engendré par
A(3, 3, n) et Σn. On notera [ ]2 le groupe engendré par la réﬂexion d'ordre 2
de l'espace C.
Le théorème suivant classiﬁe les surfaces de Fano suivant la conﬁguration de
leurs courbes elliptiques :
Théorème 4.11. Soit S une surface de Fano, si le groupe M ′S est irréduc-
tible, alors il est isomorphe à l'un des groupes suivants :
groupe {1} [ ]2 G(3, 3, 2) Σ4 Σ5 G(3, 3, 5)
ordre du groupe 1 2 6 24 120 9720
nombre de courbes elliptiques de S 0 1 3 6 10 30
Sinon M ′S est isomorphe à l'un des groupes suivants :
[ ]2 × [ ]2 G(3, 3, 2)× [ ]2 G(3, 3, 2)×G(3, 3, 2) G(3, 3, 3)×G(3, 3, 2)
4 12 36 324
2 4 6 12
Soit E,E′ ∈ E , il est possible de calculer l'intersection EE′ et de donner
un modèle plan de la courbe E.
Démonstration. (Résumé) Pour cette démonstration nous étudions les sin-
gularités du diviseur Σ des droites doubles (cf paragraphe 4.2). Nous mon-
trons que si E1, E2 et E sont trois courbes lisses de genre 1 telles que
E1E = E2E = 1 alors E1E2 = 0 et σE1(E2)E = 1. Cela induit des res-
trictions sur les groupes de réﬂexions possibles.
Nous utilisons ensuite la classiﬁcation [22] de G.C. Shephard et J.A. Todd
de ces groupes ; nous cherchons une démonstration plus directe. 
Exemple : Si M ′S est isomorphe à G(3, 3, 3) × G(3, 3, 2), alors il existe
λ ∈ C et des coordonnées homogènes telles que la cubique soit l'hypersurface :
F (λ) : x31 + x
3
2 + x
3
3 − 3λx1x2x3 + x34 + x35 = 0.
Soit α une racine primitive troisième de l'unité,
Corollaire 4.12. Si λ ∈ C est tel que la courbe :
x31 + x
3
2 + x
3
3 − 3λx1x2x3 = 0
soit à multiplication complexe par un ordre de Q[α], alors le groupe de Néron-
Severi de la surface de Fano de la cubique F (λ) est de rang : 25 = dimH1(S,ΩS).
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Démonstration. (Résumé de la démonstration) La variété d'Albanese de la
surface de Fano de la cubique F (λ) est isogène à un produit de courbes
elliptiques à multiplication complexe par Q[α], son groupe de Néron-Severi
est donc de rang 25.
De plus, pour une surface de Fano S et ϑ : S → A un morphisme d'Albanese,
il est possible de montrer que le morphisme :
ϑ∗ : NS(A)→ NS(S)
est injectif (où NS(X) est le groupe de Néron-Severi d'une variété X). 
Le théorème de classiﬁcation 4.11 montre l'intérêt de classiﬁer les groupes
d'automorphismes agissant sur une surface de Fano. Un premier lemme en
vue de cette classiﬁcation est le suivant :
Lemme 4.13. Soit S une surface de Fano. Le groupe d'automorphismes
Aut(S) agit sur la variété d'Albanese de S et préserve une polarisation, son
ordre divise 11.7.5236223.
Il est donc légitime de chercher les surfaces de Fano possédant un auto-
morphisme d'ordre 11.
Par analogie avec la quartique du plan, nous appellerons ici cubique de Klein
la cubique :
F : x1x25 + x5x
2
3 + x3x
2
4 + x4x
2
2 + x2x
2
1 = 0.
Soit ξ une racine primitive 11ieme de l'unité et soit ν = −1+
√−11
2 .
Proposition 4.14. L'automorphisme f ∈ PGL5(C) d'ordre onze :
f : (x1 : x2 : x3 : x4 : x5)→ (ξx1 : ξ9x2 : ξ3x3 : ξ4x4 : ξ5x5)
agit sur la cubique de Klein. Cette cubique est la seule cubique lisse (à iso-
morphisme près) qui possède un automorphisme d'ordre 11.
La variété d'Albanese A de la surface de Fano S est isomorphe à E′5 où E′ est
la courbe elliptique : E′ = C/Z[ν]. Notons NS(A) le groupe de Néron-Severi
de A et ϑ : S → A un morphisme d'Albanese. L'image du morphisme :
ϑ∗ : NS(A)→ NS(S)
est un sous-réseau de rang 25 et de discriminant 221110.
Remarque 4.15. L'automorphisme f ﬁxe 5 points de F . En un point ﬁxe x,
l'intersection de F et de l'hyperplan tangent à F en x n'est pas un cône. On
en déduit que le nombre de sommets de cônes contenus dans F est un multiple
de 11. Le théorème de classiﬁcation 4.11 implique alors que la cubique de
Klein ne possède pas de cônes. Ainsi le ﬁbré cotangent de sa surface de Fano
est ample. (A l'aide de l'équation du lemme 4.4, on peut montrer qu'une
surface de Fano générique possède un ﬁbré cotangent ample).
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4.4. Surface de Fano de la cubique de Fermat.
4.4.1. Conﬁguration des courbes elliptiques.
Soit S la surface de Fano de la cubique de Fermat F ↪→ P4 = P(Ho(ΩS)∗) :
x31 + x
3
2 + x
3
3 + x
3
4 + x
3
5 = 0.
Soit e1, .., e5 ∈ Ho(ΩS)∗ la base duale des formes x1, ..., x5. Si v est un vecteur
non nul,
Cv
désigne l'espace vectoriel engendré par v ou bien le point de P4 correspondant
à cet espace ; nous préciserons à chaque fois.
Notons µ3 l'ensemble des racines troisièmes de l'unité et soit 1 ≤ i < j ≤ 5,
β ∈ µ3. Le point :
pβij = C(ei − βej) ∈ P4
est le sommet d'un cône contenu dans F , son hyperplan tangent est {xi +
β2xj = 0}. On notera Eβij ↪→ S la courbe elliptique correspondant au sommet
pβij et #V le cardinal d'un ensemble V .
Théorème 4.16. La surface de Fano de la cubique de Fermat possède exac-
tement 30 courbes lisses de genre 1 :
Eβij , 1 ≤ i < j ≤ 5, β ∈ µ3.
Ces courbes sont isomorphes à la cubique plane de Fermat :
x3 + y3 + z3 = 0.
Soit Eγi,j et E
β
s,t deux courbes elliptiques, alors E
γ
i,jE
β
s,t = 1 si et seulement
si #{i, j, s, t} = 4.
Soit E ↪→ S une courbe lisse de genre 1. La ﬁbration γE possède 20 sections
et contracte 9 courbes elliptiques.
Démonstration. Soit i, j des entiers tels que 1 ≤ i < j ≤ 5 et soit β ∈ µ3.
L'intersection de F , de l'hyperplan tangent à F au sommet pβij ∈ F et de
l'hyperplan {xi−βxj = 0} est un modèle plan de Eβij (cf. paragraphe 4.1.2).
Cette intersection a pour équation :∑
k 6∈{i,j}
x3k = 0
dans le plan {xi + β2xj = 0} ∩ {xi − βxj = 0}. La courbe Eβij est donc
isomorphe à la cubique plane de Fermat.
Comme on peut le vériﬁer, la droite contenant les sommets pγij et p
β
st est
contenue dans la cubique F si et seulement si #{i, j, s, t} = 4. Le point de
S correspondant à cette droite est alors un point commun des courbes Eγij
et Eβst et par le théorème 4.7, l'intersection de E
γ
ij et de E
β
st vaut 1.
La surface S contient 30 courbes elliptiques et la proposition 4.6 montre que
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ce sont les seules.
L'aﬃrmation sur les ﬁbrations résulte également du théorème 4.7. 
Considérons le graphe suivant : ses 10 sommets sont les sous-ensembles
à deux élements {i, j} de {1, 2, 3, 4, 5} et une arrête relie le sommet {i, j}
à {s, t} si et seulement si #{i, j, s, t} = 4. Ce graphe est appelé graphe de
Petersen. Il se représente comme suit : les sommets forment deux pentagones
l'un incluant l'autre, on forme des arêtes du pentagone le plus grand mais on
dessine l'étoile à 5 branche dans le pentagone le plus petit ; enﬁn une arrête
relie chaque sommet du plus grand pentagone au plus proche sommet du
pentagone inclu. Pour obtenir le graphe de la conﬁguration des 30 courbes
lisses de genre 1 de la surface de Fano S, il suﬃt de tripler chaques sommets
du graphe de Petersen et de former les arêtes en conséquence.
4.4.2. Etude du groupe d'automorphismes de la cubique de Fermat.
Le groupe G(3, 3, 5) (cf. notations du théorème de classiﬁcation 4.11) agit
ﬁdèlement sur la cubique de Fermat F , notons Aut(F ) le groupe d'automor-
phismes de F .
Proposition 4.17. Le groupe Aut(F ) est isomorphe à G(3, 3, 5).
Démonstration. On sait que :
q(G(3, 3, 5)) ⊂ Aut(F )
(cf. notations du lemme 4.9), montrons l'inclusion réciproque.
Soit 1 ≤ i < j ≤ 5 des entiers. Les trois sommets de cônes pβi,j , β ∈ µ3
(notations du théorème 4.16) sont alignés sur la droite Li,j passant par les
points Cei et Cej . Ces dix droites :
Li,j , 1 ≤ i < j ≤ 5
sont d'intersection nulle ou se coupent en les points Cei, 1 ≤ i ≤ 5 de P4. Un
automorphisme h(∈ PGL(Ho(ΩS)∗)) de la cubique conserve la conﬁguration
de ces droites Li,j car l'image par h de trois sommets de cônes alignés est
formée de trois sommets alignés.
L'image du point Cei ∈ P4 est donc un point Ceσ(i) où σ est une permutation
de l'ensemble {1, .., 5}.
Identiﬁons σ à un élément de Σ5 ⊂ G(3, 3, 5) ; si h′ ∈ GL5(C) relève h, alors
il existe bi ∈ C, non nul, tel que σ−1h′(ei) = biei.
Or q(σ) est un automorphisme de F , donc q(σ−1)h ∈ Aut(F ), en particulier
l'image par q(σ−1)h d'un sommet pβi,j est un sommet p
γ
s,t (avec 1 ≤ s < t ≤
5, γ ∈ µ3). Mais :
σ−1h′(ei − βej) = biei − βbjej ,
donc s = i, t = j et bj/bi ∈ µ3.
Pour i ∈ {1, .., 5}, posons ai = bi/b1. La matrice diagonale k d'éléments
diagonaux :
(a1, .., a5)
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vériﬁe : σ−1h′ = b1k et (quitte à multiplier k par un élément de µ3), on
peut supposer que le relèvement k de q(σ−1)h est dans le groupe A(3, 3, 5).
L'automorphisme h = q(σk) est alors élément de q(G(3, 3, 5)). 
Remarque 4.18. Si on accepte le résultat du lemme 4.9, cette proposi-
tion montre que le groupe d'automorphismes Aut(S) de S est isomorphe
à G(3, 3, 5). On peut alors voir que Aut(S) est engendré par les automor-
phismes :
σ
Eβij
, i < j, β ∈ µ3
(cf. notations du paragraphe 4.3).
Le groupe G(3, 3, 5) est un groupe de réﬂexions complexes, il est engendré
par 5 réﬂexions d'ordre 2 :
(12), (23), (34), (45), r
où r est le produit de la réﬂexion (12) par la matrice diagonale ayant pour
coeﬃcients diagonaux (α2, α, 1, 1, 1) (α ∈ µ3, α 6= 1). Leur diagramme de
Dynkin est le suivant :
•
| ↘
• − • − • −•
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4.4.3. Etude du groupe de Néron-Severi.
Soit S la surface de Fano de la cubique de Fermat. La suite exacte de
faisceaux :
0→ Z→ OS exp→ O∗S → 0
donne un morphisme de connexion :
H1(S,O∗S)
c1→ H2(S,Z).
Le Z-module H2(S,Z) est un réseau unimodulaire modulo la torsion (théo-
rème de dualité de Poincaré). L'espace H2(S,Z)⊗ C s'identiﬁe à H2(S,C) ;
notons i le morphisme naturel :
i : H2(S,Z)→ H2(S,C)
et H2(S,Z)f l'image de i. L'image du morphisme composé i◦c1 est le groupe
de Néron-Severi de S et est noté NS(S). Par commodité, nous confondrons
une courbe C ↪→ S et la classe qu'elle déﬁnit dans NS(S).
Notation 4.19. Pour 1 ≤ i < j ≤ 5, notons Bij le diviseur :
Bij =
∑
β∈µ3
Eβij .
Théorème 4.20. Le groupe de Néron-Severi NS(S) de la surface de Fano
de la cubique de Fermat est de rang :
25 = dimH1(S,ΩS).
Une Q-base de NS(S) est formée des 25 courbes elliptiques diﬀérentes des 5
courbes :
Eα1,3, E
α
1,5, E
α
2,4, E
α
3,4, E
α
4,5
(α générateur de µ3). Le sous-réseau engendré par les 30 courbes elliptiques
est de discriminant 320.
Les relations entre les 30 courbes elliptiques sont engendrées par les relations :
Bjr +Bst = Bjs +Brt = Bjt +Brs,
pour les indices tels que : 1 ≤ j < r < s < t ≤ 5.
Le corollaire 4.27 à venir donne une interprétation géométrique des rela-
tions d'équivalence numérique de ce théorème, on y montre que les 3 divi-
seurs :
Bjr +Bst, Bjs +Brt, Bjt +Brs
sont les ﬁbres d'une ﬁbration de S dans une courbe elliptique.
Démonstration. L'espace H2(S,C) se décompose en la somme :
H2(S,C) = H2,0(S)⊕H1,1(S)⊕H0,2(S)
où l'espace H i,j(S) est (canoniquement isomorphe à) l'espace Hj(S,∧iΩS).
Le groupe de Néron-Severi est alors égal à H1,1(S)∩H2(S,Z)f (cf. [2] théo-
rème 2.3 chapitre IV), donc le nombre de Picard de S est inférieur ou égal à la
dimension de l'espace H1(S,ΩS). Notons hi,j la dimension de Hj(S,∧iΩS),
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les nombres de Betti bi de S sont (cf. [6]) :
b0 = 1,
b1 = h1,0 + h0,1 = ho(ΩS) + h1(OS) = 10,
b2 = h2,0 + h1,1 + h0,2 = h1,1 + 20,
b3 = b1 = 10,
b4 = 1.
Par ailleurs, 27 = c2[S] = Σ(−1)ibi = h1,1 + 2, d'où h1,1 = 25. Ceci montre
que le nombre de Picard de S est inférieur ou égal à 25.
Par la proposition 4.3, les courbes elliptiques sont d'auto-intersection −3.
Le théorème 4.16 donne de plus les intersections entre les courbes elliptiques.
Notons U la matrice :  1 1 11 1 1
1 1 1

et I3 la matrice identité de taille 3. La matrice d'intersection des 30 courbes
est la matrice par blocs suivante :
I =

−3I3 0 0 0 0 0 0 U U U
0 −3I3 0 0 0 U U 0 0 U
0 0 −3I3 0 U 0 U 0 U 0
0 0 0 −3I3 U U 0 U 0 0
0 0 U U −3I3 0 0 0 0 U
0 U 0 U 0 −3I3 0 0 U 0
0 U U 0 0 0 −3I3 U 0 0
U 0 0 U 0 0 U −3I3 0 0
U 0 U 0 0 U 0 0 −3I3 0
U U 0 0 U 0 0 0 0 −3I3

où les courbes elliptiques sont ordonnées pour chaque couple 1 ≤ i < j ≤ 5
par triplets E1ij , E
α
ij , E
α2
ij et les 10 couples (i, j) disposés dans cet ordre :
(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5), (4, 5).
Comme on peut le vériﬁer (à l'aide d'un ordinateur), la matrice d'intersection
I est de rang 25. Une matrice extraite de taille 25 et de déterminant égal à
320 est obtenue par l'intersection des 25 courbes elliptiques diﬀérentes des 5
courbes :
Eα1,3, E
α
1,5, E
α
2,4, E
α
3,4, E
α
4,5
(α générateur de µ3). Le rang de NS(S) est donc égal à 25 et : NS(S)⊗C =
H1,1(S). Par le théorème de l'indice, NS(S) est de signature (1, 24) (cela se
vériﬁe également à l'aide de la matrice I).
Les relations d'équivalences numériques entre les courbes proviennent de la
matrice I. 
Remarque 4.21. Soit α ∈ µ3 une racine primitive, pour 1 ≤ i < j ≤ 5
posons :
Aij =
1
3
(E1ij + E
α
ij + E
α2
ij ) ∈ NS(S)⊗Q.
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Ces 10 classes Aij vériﬁent :
A2ij = AijE
β
ij = −1
AijAst = AijE
β
st = 0 si #{i, j, s, t} = 3
AijAst = AijE
β
st = 1 si #{i, j, s, t} = 4
et engendrent un réseau unimodulaire de rang 5 et de signature (1, 4) noté
I1,4. Ces diviseurs rationnels et les 30 courbes elliptiques de la surface en-
gendrent un réseau R de NS(S)⊗Q de rang 25 et qui est stable par le groupe
d'automorphismes de S.
Soit β ∈ µ3, le réseau R contient :
Cβij = Aij − Eβij .
Soit β, γ ∈ µ3, alors pour 1 ≤ i < j ≤ 5, 1 ≤ s < t ≤ 5 :
(Cβij)
2 = −2,
CγijC
β
ij = 1 si γ 6= β,
CγijC
β
st = 0 si (i, j) 6= (s, t).
De plus AijC
β
st = 0. Notons Λ le Z-module Z2 muni de la forme d'intersec-
tion : (
2 −1
−1 2
)
.
Ce qui précède montre que le réseau R est isomorphe à :
I1,4 ⊕ (Λ⊕10)
et est de discriminant 310. Si une des classes Aij est entière, alors NS(S)
contient R.
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4.4.4. Variété d'Albanese de la surface de Fano de la cubique de Fermat.
Etudions la surface de Fano de la cubique de Fermat au moyen de sa va-
riété d'Albanese A. Notons ϑ : S → A un morphisme d'Albanese. C'est un
plongement et cela permet de considérer S comme une sous-variété de A.
Le point pβij ∈ P4 correspondant à l'espace de dimension 1 :
C(ei − βej)
est le sommet du cône F ∩ {xi + β2xj = 0}. Nous avons noté Eβij ↪→ S
la courbe elliptique correspondant à ce cône. L'espace tangent de la courbe
Eβij ↪→ A translatée en 0 est l'espace C(ei − βej) ⊂ Ho(ΩS)∗ (lemme 2.14).
Soit E ↪→ A la courbe elliptique d'espace tangent C(e1 − e2) et soit ΛA ⊂
Ho(ΩS)∗ le réseau des périodes de A. La courbe E (isomorphe à x3+y3+z3 =
0) est à multiplication complexe par l'anneau principal Z[α] (où α ∈ µ3 une
racine primitive). Quitte à normaliser la base e1, .., e5 en la multipliant par
un scalaire, on peut supposer que :
ΛA ∩ C(e1 − e2) = Z[α](e1 − e2).
Un automorphisme τ de la surface induit un automorphisme τ ′ ∈ Aut(A) de
la variété d'Albanese A tel que le diagramme suivant :
S
ϑ→ A
↓ τ ↓ τ ′
S
ϑ→ A
soit commutatif. L'application :
Aut(S) → Aut(A)
τ → τ ′
est un morphisme injectif de groupes.
Le groupe d'endomorphismes G(3, 3, 5) dans la base e1, .., e5 de Ho(ΩS)∗ est
la représentation analytique ([4] chapitre 1) de ces automorphismes prove-
nant de S. L'anneau Z[G(3, 3, 5)] est donc la représentation analytique d'un
sous-anneau d'endomorphismes de A.
Notons Λ∗A le sous-Z[α]-module libre de rang 5 de Ho(ΩS) engendré par les
formes :
x1e1 + ..+ x5e5 → xi − βxj (i < j, β ∈ µ3).
Soit ` un élément de Λ∗A. Le morphisme x→ `(x)(e1− e2) est un élément de
Z[G(3, 3, 5)].
Notons Γ` : A→ E le morphisme de variétés abéliennes dont la diﬀérentielle
est x→ `(x)(e1 − e2) et notons γ` : S → E le morphisme Γ` ◦ ϑ.
Déﬁnissons le produit hermitien de deux formes `, `′ ∈ Λ∗A par :〈
`, `′
〉
=
k=5∑
k=1
`(ek)`′(ek),
et la norme de ` par : ‖`‖ =√〈`, `〉.
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Théorème 4.22. Soit ` ∈ Λ∗A un élément non nul et F` une ﬁbre de γ`.
L'intersection de F` et de la courbe E
β
ij ↪→ S vaut :
EβijF` = |`(ei − βej)|2.
La ﬁbration est à ﬁbres connexes si les entiers EβijF` sont premiers entre eux
dans leur ensemble. La ﬁbre F` est de genre :
g(F`) = 1 + 3 ‖`‖2 .
Soit ` et `′ deux éléments linéairements indépendants de Λ∗A ⊂ Ho(ΩS). Le
morphisme τ`,`′ = (γ`, γ`′) : S → E× E est de degré F`F`′ et :
F`F`′ = ‖`‖2
∥∥`′∥∥2 − 〈`, `′〉 〈`′, `〉 .
Remarque 4.23. Ce théorème permet calculer la classe d'équivalence nu-
mérique d'une ﬁbre dans la Q-base mentionnée au théorème 4.20.
Dans les exemples qui suivent, nous montrons comment calculer le diviseur
de ramiﬁcation de τ`,`′.
Démontrons le théorème 4.22 :
Soit 1 ≤ i < j ≤ 5 et β ∈ µ3. L'intersection EβijF` est le degré de la
restriction de γ` à E
β
ij ↪→ S. C'est également le degré de la restriction de Γ`
à Eβij ↪→ A.
L'espace tangent de la courbe Eβij translatée en 0 est C(ei − βej). Du fait
que G(3, 3, 5) agisse sur ΛA, on a :
ΛA ∩ C(ei − βej) = Z[α](ei − βej).
Le degré du morphisme Γ` sur E
β
ij est donc égal à |`(ei − βej)|2. Ainsi :
F`E
β
ij = |`(ei − βej)|2.
Soit D une ﬁbre de la factorisation de Stein associée à γ`. Il existe un entier
naturel n tel que nD soit numériquement équivalente à F`. Si les entiers
|`(ei − βej)|2 sont premiers entre eux, alors n = 1 et γ` est connexe.
Etudions maintenant le genre de F` :
Lemme 4.24. La ﬁbre F` est de genre 1 + 3 ‖`‖2 et CsF` = 2 ‖`‖2 (s point
de S, Cs le diviseur d'incidence).
Démonstration. Le diviseur Σ somme des 30 courbes elliptiques de S est un
diviseur bicanonique (corollaire 4.6) et :
ΣF` =
∑
i,j,β
F`E
β
ij =
∑
i,j,β
|`(ei − βej)|2.
De plus : ∑
β∈µ3,i<j
|`(ei − βej)|2 = 3
∑
i<j
(|`(ei)|2 + |`(ej)|2) = 12 ‖`‖2 .
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Puisque F` est une ﬁbre, on a F 2` = 0 et F` est de genre 1 +
0+6‖`‖2
2 .
Par ailleurs, le diviseur 3Cs (s point de S) est numériquement équivalent à
un diviseur canonique, on en déduit que : CsF` = 2 ‖`‖2. 
Considérons le diviseur Θ de la proposition 4.1. On identiﬁe sa classe de
Chern c1(Θ) à une forme alternée sur l'espace tangent Ho(ΩS)∗ de la variété
abélienne A ([4], theorem 2.12).
Lemme 4.25. La forme c1(Θ) est égale à :
a
i√
3
5∑
j=1
dxj ∧ dx¯j
où a est une constante et i2 = −1. De plus :
1
n!
∧n c1(Θ) = ( ai√
3
)n
∑
j1<..<jn
dxj1 ∧ dx¯j1 ∧ .. ∧ dxjn ∧ dx¯jn .
Démonstration. Notons H la matrice dans la base e1, .., e5 de la forme hermi-
tienne associée à c1(Θ) (cf [4], lemma 2.17). Les automorphismes induits par
la surface de Fano préservent la polarisation Θ (lemme 4.2). Cela entraine
que pour tout M = (mjk)1≤j,k≤5 ∈ G(3, 3, 5), on a :
tMHM¯ = H
(où M¯ est la matrice M¯ = (m¯jk)1≤j,k≤5) et cela permet de vériﬁer que la
forme hermitienne H s'écrit :
H =
2√
3
aI5
où a est une constante et où I5 est la matrice identité. Ainsi : c1(Θ) =
a i√
3
∑5
j=1 dxj ∧ dx¯j . 
Puisque ΛA ∩C(e1 − e2) = Z[α](e1 − e2), le groupe de Néron-Severi de la
courbe E d'espace tangent C(e1−e2) est le Z-module engendré par la forme :
η =
i√
3
dz ∧ dz¯
où z est la coordonnée sur l'espace C(e1 − e2).
Soit ` = a1x1 + .. + a5x5 un élément de Λ∗A. L'image inverse de la forme η
par le morphisme Γ` : A→ E est :
Γ∗`η =
i√
3
d` ∧ d`.
Cette forme Γ∗`η est la classe de Chern du diviseur Γ
∗
`0. La classe γ
∗
` η = ϑ
∗Γ∗`η
est la classe de Chern du diviseur F`.
Lemme 4.26. Soit ` et `′ deux éléments de Λ∗A, alors :
F`F`′ = ‖`‖2
∥∥`′∥∥2 − 〈`, `′〉 〈`′, `〉
et c1(Θ) = i√3
∑i=5
i=1 dxi ∧ dx¯i.
L'APPLICATION COTANGENTE DES SURFACES DE TYPE GÉNÉRAL 67
Démonstration. Par la proposition 4.1, ϑ∗c1(Θ) est la classe de Chern du
diviseur 2Cs (s ∈ S) et :
2CsF` = ϑ∗c1(Θ)ϑ∗Γ∗`η =
∫
A
1
3!
∧4 c1(Θ) ∧ Γ∗`η
donc :
2CsF` = (
i√
3
)5
∫
A
(
∑
ajdxj) ∧ (
∑
a¯jdx¯j) ∧ 4a4
∑
1≤k≤5
(∧j 6=k(dxj ∧ dx¯j))
et :
2CsF` = (
4
a
k=5∑
k=1
aka¯k)
1
5!
∫
A
∧5c1(Θ).
Puisque Θ est une polarisation principale, l'entier 15!
∫
A ∧5c1(Θ) est égal à 1,
ainsi : 2CsF` = 4a ‖`‖2. On a montré au lemme 4.24 que CsF` = 2 ‖`‖2, on
en déduit donc que a = 1.
Par la proposition 4.1, le nombre d'intersection des ﬁbres F` et F`′ est égal
à : ∫
A
1
3!
∧3 c1(Θ) ∧ Γ∗`η ∧ Γ∗`′η.
Ecrivons ` = a1x1 + ..+ a5x5 et `′ = b1x1 + ..+ b5x5 ∈ Λ∗A, alors
1
3!
(
i√
3
)2d` ∧ d` ∧ d`′ ∧ d`′ ∧ (∧3c1(Θ))
est égal à :
( i√
3
)5(
∑
ajdxj) ∧ (
∑
a¯jdx¯j) ∧ (
∑
bjdxj) ∧ (
∑
b¯jdx¯j)
∧∑h<j<k dxh ∧ dx¯h ∧ dxj ∧ dx¯j ∧ dxk ∧ dx¯k
qui est égal à :
(
∑
k 6=j
aka¯kbj b¯j − aka¯jbj b¯k) 15! ∧
5 c1(Θ).
Ainsi :
F`F`′ =
∫
A
1
3! ∧3 c1(Θ) ∧ Γ∗`η ∧ Γ∗`′η =
∑
k 6=j aka¯kbj b¯j − aka¯jbj b¯k
=
∑
k,j aka¯kbj b¯j − aka¯jbj b¯k = ‖`‖2 ‖`′‖2 − 〈`, `′〉 〈`′, `〉 .

Pour une surface de FanoX, le morphisme naturel ∧2Ho(ΩX)→ Ho(X,ωX)
est un isomorphisme ([6], lemma 9.13). Soit ` et `′ deux éléments de Λ∗A li-
néairement indépendants. Le degré du morphisme τ`,`′ = (γ`, γ`′) est égal à
F`F`′ car τ∗`,`′(E × {0}) = F`′ ∈ NS(S), τ∗`,`′({0} × E) = F` ∈ NS(S) et le
nombre d'intersection des diviseurs {0} × E et E× {0} est égal à 1.
Ceci termine la démonstration du théorème 4.22. 2
68 L'APPLICATION COTANGENTE DES SURFACES DE TYPE GÉNÉRAL
Soit X une surface, C une courbe lisse, γ : X → C une ﬁbration à ﬁbres
connexes. Un point de X est appellé un point critique de γ s'il est un zéro
de la diﬀérentielle dγ : TX → γ∗TC . Les valeurs critiques de γ (i.e. les
images des points critiques) forment un ensemble ﬁni de points de C.
La ﬁbre de γ en un point u est singulière si et seulement si u est une valeur
critique (cf. [2] Chapitre III, paragraphe 8).
Supposons que C soit une courbe elliptique. Les points critiques de γ sont
alors les zéros de la forme γ∗ω où ω est un générateur du faisceau ΩC .
Supposons de plus que X vériﬁe l'hypothèse 0.1. Un point x de X est un
point critique si est seulement si la droite Lx = ψ(pi−1x)) (ψ application
cotangente, pi la projection) est contenue dans l'hyperplan {γ∗ω = 0} ↪→
P(Ho(ΩS)∗).
Si la ﬁbration est stable (i.e. ses ﬁbres sont réduites, à singularités doubles,
et ne contiennent pas de (−1)-courbes), alors le nombre de points critiques
est égal à c2[X] (cf [23] p. 49).
Exemples :
Soit S la surface de Fano de la cubique de Fermat. Soit 1 ≤ i ≤ 5 et j < r <
s < t tels que {i, j, r, s, t} = {1, 2, 3, 4, 5}, notons `i = (1− α)xi ∈ Λ∗A.
Corollaire 4.27. La ﬁbration γ`i : S → E est stable à ﬁbres connexes de
genre 10 et les 3 diviseurs :
Bjr +Bst, Bjs +Brt, Bjt +Brs
(notations 4.19) sont les seules ﬁbres singulières de γ`i.
Les 27 points d'intersections des courbes Eβjr et E
τ
st (β, γ ∈ µ3) forment
l'ensemble des points critiques de cette ﬁbration.
Démonstration. Une ﬁbre de γ`i est de genre 1 + 3|1 − α|2 = 10. Soit
β ∈ µ3, h, k ∈ {j, r, s, t}, h < k. La forme `i est nulle sur l'espace C(eh−βek)
donc la courbe Eβhk est contractée en un point et est contenue dans une ﬁbre.
Le diviseur D1 = Bjr + Bst est connexe, de genre 10, ses composantes irré-
ductibles sont contractés par γ`i et on peut vériﬁer que (Bjr + Bst)
2 = 0.
C'est donc une ﬁbre et γ`i est à ﬁbres connexes. De même les diviseurs
D2 = Bjs +Brt et D3 = Bjt +Brs sont des ﬁbres de γ`i .
Les 27 droites contenues dans l'intersection de la cubique de Fermat et de
l'hyperplan {`i = 0} correspondent aux 27 points d'intersections des courbes
Eβhk et E
γ
lm telles que : h < k, l < m et {i, h, k, l,m} = {1, 2, 3, 4, 5}. Ces
27 points critiques sont contenus dans les ﬁbres D1, D2, D3. Ces trois ﬁbres
sont donc les seules ﬁbres singulières de γ`i . 
On peut donner d'autres exemples :
Corollaire 4.28. Soit (a1, ..., a5) ∈ µ53 tel que a1...a5 = 1. Le diviseur :
D =
∑
1≤i<j≤5
E
ai/aj
ij
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est une ﬁbre singulière de la ﬁbration de Stein associée à γ` où :
` = (1− α)(a1x1 + ..+ a5x5) ∈ Λ∗A.
Démonstration. Une ﬁbre de γ` est de genre 1 + 3.3.5 = 46.
Le diviseur connexe D vériﬁe D2 = 0 et est de genre 16. Les composantes
irréductibles de D sont contractées en un point par γ`.
L'intersection de F et de l'hyperplan {` = 0} est transverse, elle contient
donc 27 droites et le fermé des points critiques de la ﬁbration de Stein associée
à γ` est formé de 27 points. (Le diviseur D contient 15 de ces 27 points).
Si γ` est à ﬁbres connexes, alors 3D (de genre 46) est une ﬁbre et D est
contenu dans le fermé des points critiques. Ce qui est impossible, et donc D
est une ﬁbre de la ﬁbration de Stein de γ`. 
On peut montrer à l'aide du théorème 4.29 à venir que la ﬁbration de
Stein de γ` est un morphisme de S dans la courbe C/Z[3α].
- Le fermé des points critiques de la ﬁbration γ(1−α)(xi+βxj) est la courbe
Eβ
2
ij . Les 30 ﬁbrations : γ(1−α)(xi+βxj), β ∈ µ3, 1 ≤ i < j ≤ 5 sont les seules
ﬁbrations pour lesquelles le fermé des points critiques est de dimension 1.
(On peut montrer à l'aide du théorème 4.29 que ces ﬁbrations sont bien à
ﬁbres connexes).
- Le théorème 4.22 permet de construire une inﬁnité de ﬁbrations à ﬁbres
connexes possédant 9 sections et qui contractent 9 courbes. Prenons a ∈ Z[α]
et ` = x1 − (1 + (1− α)a)x2 ∈ Λ∗A, alors :
|`(e1 − βe3)| = |`(e1 − βe4)| = |`(e1 − βe5)| = 1, (β ∈ µ3).
Les courbes Eβ13, E
β
14 et E
β
15 sont donc des sections de γ` (ainsi γ` est à ﬁbres
connexes). Puisque :
|`(e3 − βe4)| = |`(e3 − βe5)| = |`(e4 − βe5)| = 0, (β ∈ µ3),
les courbes Eβ34, E
β
35 et E
β
45 sont contractées.
- Les ﬁbres de γxi−βxj sont les mêmes que les ﬁbres de γEβij
.
- On peut chercher à construire des ﬁbrations qui ne sont pas stables et qui
ne possèdent qu'un nombre ﬁni de points critiques en considérant les formes
` ∈ Λ∗A telles que l'intersection de F et de {` = 0} ne soit pas tranverse et
ne contienne un nombre ﬁni (diﬀérent de 27) de droites de F (prendre par
exemple ` = (1− α)(x1 + x2 + x3 + x4) ∈ Λ∗A).
- L'image inverse par τ`,`′ d'un générateur de Ho(E2, ωE2) est un multiple
de la 2-forme `∧`′. Puisque ωE2 est trivial, le diviseur de ramiﬁcation de τ`,`′
est le diviseur canonique associé à la 2-forme ` ∧ `′. L'ensemble des points
sous-jacents à ce diviseur de ramiﬁcation est formé points s tels que la droite
Ls coupe le plan {` = `′ = 0} ↪→ P(Ho(ΩS)∗).
Par exemple, pour 1 ≤ i < j ≤ 5, ` = xi − xj et `′ = xi − αxj , on peut
vériﬁer que ce diviseur canonique est égal à :
2Bij +Brs +Bst +Brt
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où {i, j, r, s, t} = {1, 2, 3, 4, 5}, r < s < t et Buv =
∑
β∈µ3 E
β
uv (1 ≤ u < v ≤
5).
Signalons le théorème suivant qui sera démontré dans une publication à
venir :
Théorème 4.29. Le réseau des périodes de la variété d'Albanese A est égal
au réseau :
Z[α](e1 − e5) +Z[α](e2 − e5) + Z[α](e3 − e5) + Z[α](e4 − e5)
+1+α1−αZ[3α](α
2e1 + α2e2 + αe3 + αe4 + e5).
L'image du morphisme ϑ∗ : NS(A) → NS(S) est le sous-réseau de rang 25
et de discriminant 22318 engendré par les ﬁbres :
Fxi−β2xj = Cs − Eβij , 1 ≤ i < j ≤ 5, β ∈ µ3
et la ﬁbre
∑
i<j E
1
ij.
Démonstration. (Résumé) On montre dans un premier temps qu'il n'y a que
6 réseaux Λ ⊂ C5 préservés par G(3, 3, 5) et normalisés par la condition :
Λ ∩ C(e1 − e2) = Z[α](e1 − e2).
Les 5 réseaux Λ diﬀérents de H1(A,Z) sont écartés par l'une les considéra-
tions suivantes :
a) La forme bilinéaire alternée ω = i√
3
∑k=5
k=1 dxk∧dx¯k (cf. lemme 4.26) n'est
pas entière sur le réseau Λ.
b) Le phaﬃen de ω dans une base du réseau Λ n'est pas égal à 1 (ce qui
contredit le fait que c1(Θ) est la classe de Chern d'une polarisation princi-
pale).
c) En tant que variété abélienne principalement polarisée, la variété abé-
lienne C5/Λ est isomorphe à un produit de jacobiennes, ce qui contredit un
résultat de [6].
d) Le réseau Λ est dépendant de la détermination de α tel que α2+α+1 = 0.
Connaissant le réseau H1(A,Z), on peut calculer une base du groupe de
Néron-Severi de A et l'image du morphisme ϑ∗ : NS(A)→ NS(S). 
Le théorème 4.29 permet de montrer que si γ : S → C est une ﬁbration à
ﬁbres connexes dans une courbe C, alors C est isomorphe à C/Z[α] ou bien
à C/Z[3α]. Il permet aussi de déterminer quels sont les morphismes à ﬁbres
connexes parmis les morphismes γ`, ` ∈ Λ∗A.
A l'origine, l'étude du réseau des périodes était motivée par l'envie de
connaitre d'autres éléments entiers du groupe NS(S), dans le but d'en avoir
une Z-base. Le cône des diviseurs eﬀectifs de S semble assez compliqué : il
contient bien sûr les ﬁbres F`, ` ∈ Λ∗A.
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Résumé.
Cette thèse est une étude les surfaces de type général dont le ﬁbré cotangent
est engendré par ses sections globales et d'irrégularité q supérieure au égale
à 4.
L'application cotangente est l'objet et le moyen de cet étude. C'est un mor-
phisme du projectivisé du ﬁbré tangent dans l'espace projectif de dimension
q − 1. Nous étudions l'image ce morphisme et son degré.
Le ﬁbré cotangent de la surface est ample si et seulement si il n'existe pas
de ﬁbres de l'application cotangente de dimension strictement positive.
Si le ﬁbré cotangent n'est pas ample, alors il existe une courbe C contenue
dans la surface et il existe une section de C dans le projectivisé du ﬁbré
tangent qui est contractée en un point par l'application cotangente. Une
telle courbe C est qualiﬁée de courbe non-ample.
Nous donnons une classiﬁcation des courbes non-amples suivant leur auto-
intersection. Nous donnons ensuite une classiﬁcation (partielle) des surfaces
possédant une inﬁnité de courbes non-amples.
Un exemple pour lequel l'application cotangente intervient naturellement
est celui des surfaces de Fano. Nous étudions le diviseur de ramiﬁcation de
leur application cotangente ainsi que leurs courbes non-amples.
Cette étude nous mène à la surface de Fano de la cubique de Fermat qui
possède 30 courbes non-amples et dont nous détaillons les propriétés.
Abstract.
We study here surfaces of general type where the cotangent sheaf is generated
by his global sections and with an irregularity q at least equal to 4.
Our approach and the object of this study is the cotangent map that is
a morphism of the projectivized cotangent sheaf to the projective space of
dimension q− 1. We study the degree of this morphism and the degree of its
image.
The cotangent sheaf is ample if and only if there do not exist ﬁbres of the
cotangent map of strictly positive dimension.
If the cotangent sheaf is not ample, then there exists a curve C in the surface
and there exists a section of C in the projectivized cotangent sheaf that is
mapped to a point by the cotangent map. We call such a curve a non-ample
curve.
We classify non-ample curves according to their self-intersection and then
proceed to a classiﬁcation of surfaces possessing an inﬁnite number of non-
ample curves.
The Fano surfaces provide an example where the cotangent map normally
applies. We study the ramiﬁcation divisor of such surfaces and their non-
ample curves.
The Fano surface of the Fermat's cubic possesses 30 non-ample curves and
we describe their properties in detail.
Classiﬁcation AMS.
14J29, 14J50, 14J70
